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I 確率論

確率 1− p, p で 0, 1 を取る N 個の独立な確率変数 X1, X2, . . . , XN に対して、その平均

X̄N =
1

N

N∑
i=1

Xi (1)

を考える。

(1) n = 0, 1, . . . , N に対して、確率変数 X̄N が n/N を取る確率 Prob[X̄N = n/N ] を求めよ。

(2) 確率変数 X の期待値 ⟨X⟩ を ⟨X⟩ =
∑

x xProb[X = x] によって定める。このとき、確率変数
X̄N について期待値 µ = ⟨X̄N ⟩ と分散 σ2 = ⟨(X̄N − µ)2⟩ を計算せよ。

(3) ε を正の定数とする。任意の離散確率変数 X に対して、

Prob

[
|X − ⟨X⟩ | ≥ ϵ

]
≤

(
σ(X)

ϵ

)2

(Chebyshev の不等式) (2)

が成立することを示せ (ただし σ(X)2 は X の分散である)。また、この結果を確率変数 X̄N

に適用することで任意の ε > 0 に対し

lim
N→∞

Prob

[
|X̄N − µ| ≥ ϵ

]
= 0 (大数の弱法則) (3)

を示せ。

(4) 確率変数 X̄N を期待値 0, 分散 1 となるように、x = (X̄N − µ)/σ で規格化された確率変数 x

を定める。このとき、∆x ≪ 1 に対して x が区間 [x, x + ∆x] 内の値を取る確率 p(x)∆x が
N → ∞ で標準正規分布

p(x)∆x =
1√
2π

exp

(
−x2

2

)
∆x (4)

となることを示せ。ただし、簡単のため p = 1/2 の場合に限定して良い。また、十分大きな自
然数 n に対して成立する Stiring の公式

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n

, log n! = n log n− n+ o(n) (5)

を用いて良い。



II 調和振動子

(1) 古典一次元調和振動子系の Hamiltonian

H(q, p) =
1

2m
p2 +

1

2
mω2q2 (6)

に対して Hamilton 方程式を書き下し、初期条件 (q, p) = (q(0), p(0)) を満たす解を求めよ。

(2) q̂, p̂ を正準交換関係 [q̂, p̂] = iℏ を満たす位置演算子, 運動量演算子とする。このとき、

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2q̂2 (7)

で与えられる量子一次元調和振動子系の Hamiltonian を、

â =

√
mω

2ℏ

(
q̂ +

i

mω
p̂

)
, â† =

√
mω

2ℏ

(
q̂ − i

mω
p̂

)
(8)

で定義される消滅 (生成)演算子 â (â†) を用いて書き下せ。

(3) 数演算子 n̂ = â†â の固有状態を |n⟩ とおく。固有値 n が非負の整数であることを示し、Hamil-

tonian Ĥ の固有値を求めよ。また、規格化因子 cn を用いて |n⟩ = cn(â
†)n |0⟩ で与えられる

ことを示せ。




