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I カノニカル分布
(1) 逆温度 β = (kBT )

−1 を持つ熱浴と接触した熱平衡系において、エネルギー Ei を持つ状態
i となる確率 pi は

pi =
e−βEi

Z(β)
, Z(β) =

∑
i

e−βEi (17)

で与えられる。このとき、エネルギー期待値 ⟨E⟩ および比熱 C を Z(β) を用いて表せ。

解答.—

⟨H⟩ =
∑
i

Eipi(β)

=

∑
iEie

−βEi∑
j e

−βEj

=
−∂βZ(β)
Z(β)

= − ∂

∂β
lnZ(β)

である。比熱 C は

C =
∂ ⟨H⟩
∂T

=
dβ

dT

∂ ⟨H⟩
∂β

=
−1
kBT 2

(
− ∂2

∂β2
lnZ(β)

)
= kBβ

2 ∂
2

∂β2
lnZ(β)

= kBβ
2
Z(β)∂2βZ(β)− (∂βZ(β))

2

Z(β)2

である。
(2) 逆温度 β = (kBT )

−1 を持つカノニカル分布において、エネルギー密度 ϵ = E/V の揺らぎ
⟨(ϵ− ⟨ϵ⟩)2⟩ と比熱 C の関係を求めよ。また、 V →∞ の熱力学極限でこの揺らぎがどう振る
舞うかを調べ、その結果からミクロカノニカル分布とカノニカル分布がどう関係づけられるか
簡単に説明せよ。



解答.— エネルギー分散は

⟨(H − ⟨H⟩)2⟩ = ⟨H2⟩ − ⟨H⟩2

=

∑
iE

2
i e

−βEi∑
j e

−βEj
− (∂β lnZ(β))

2

=
∂2βZ(β)

Z(β)
− (∂βZ(β))

2

Z(β)2

=
C

kBβ2

であるので、比熱 C とエネルギー密度の揺らぎは

⟨(ϵ− ⟨ϵ⟩)2⟩ = 1

V 2
⟨(H − ⟨H⟩)2⟩ = C

kBβ2V 2

となる。

次に V →∞を取る熱力学極限を考える。比熱 C は示量的であり C ∝ V であるので ⟨(ϵ− ⟨ϵ⟩)2⟩ ∝
V −1 → 0 である。このことから、熱力学極限ではエネルギー密度の揺らぎはないことが分かる。カ
ノニカル分布は本来エネルギーの保存がない状況で実現される平衡状態であるが、局所的に見れば実
質的にその揺らぎはなくエネルギーは保存していると言える。すなわち、熱力学極限ではカノニカル
分布はエネルギー保存下の平衡状態であるミクロカノニカル分布と等価になると期待される。 □

(3) 熱力学における Helmholtz の自由エネルギー F [T ; {Xi}] は温度 T と示量変数の組 {Xi}
を自然な変数とする完全な熱力学関数である (dF = −SdT +

∑
i xidXi)。ハミルトニアン

H({Xi}) の下での分配関数 Z(β; {Xi}) が

F [T ; {Xi}] = −
1

β
lnZ(β; {Xi})

の関係によって自由エネルギーと結ばれることを、以下の二つの議論で確認せよ。
(3-a)分配関数を用いて定義された F [T ; {Xi}]の温度依存性に関して、以下の Gibbs-Helmholtz

関係式を満たすことを確認せよ。

⟨H({Xi})⟩ = −T 2 ∂

∂T

(
F [T ; {Xi}]

T

)
.

解答.—

(右辺) = −T 2 dβ

dT

∂

∂β
(−kB lnZ)

= −T 2 −1
kBT 2

∂

∂β
(−kB lnZ)

= −∂β lnZ

= ⟨H⟩

(3-b) 分配関数を用いて定義された F [Xi] の示量変数 {Xi} についての依存性に関して、 関
係式 〈

∂H({Xi})
∂Xi

〉
=
∂F [Xi]

∂Xi

を満たすことを確認せよ。また、この関係式が熱力学的には何を意味するかを説明せよ (Hint:

ある示量変数 Xi のみを微小変化させる等温準静的操作 (T ;Xi)→ (T ;Xi +∆Xi) において、
系のエネルギー変化と外から行う仕事の関係に着目せよ)。



解答.—

(右辺) = − 1

β

∂Xi
Z

Z

= − 1

β

∑
j ∂Xi

e−βEj({Xi})∑
j e

−βEj({Xi})

=

∑
j ∂Xi

Ej({Xi})e−βEj({Xi})∑
j e

−βEj({Xi})

=

〈
∂H({Xi})

∂Xi

〉
となる。

また、この関係式の意味を考える上で、 Xi のみを微小変化させる等温準静的操作 (T ;Xi) →
(T ;Xi +∆Xi) を考えよう。この時、系のエネルギー変化は

⟨H(Xi +∆Xi)⟩ − ⟨H(Xi)⟩ =

〈
H(Xi) +

∂H({Xi})
∂Xi

∆Xi +O
(
∆X2

i

)〉
− ⟨H(Xi)⟩

=

〈
∂H({Xi})

∂Xi

〉
∆Xi +O

(
∆X2

i

)
で与えられる。一方で、この等温準静的操作において系に行う仕事 W は、Helmholtz の自由エネル
ギーの変化量として与えられ

W = F [Xi +∆Xi]− F [Xi]

=
∂F [Xi]

∂Xi
∆Xi +O

(
∆X2

i

)
である。故に、示した関係式はエネルギーの変化が仕事 (=等温準静的操作における自由エネルギー
変化)と一致することを意味している。



II 相互作用のないスピン系

磁場 H 下の相互作用のない N 個のスピンからなる系のハミルトニアンは

H = −µ0

2

N∑
i=1

H · Si (18)

である。ただし、Si は i 番目のスピンのスピン自由度である。以降の設問では一般性を失わずに、
H = (0, 0, h) とする。

II-1 古典スピン

各スピンが大きさ S の古典スピンであるとき、Si は連続的な値を取るベクトル

Si = S(sin θi cosϕi, sin θi sinϕi, cos θi) (19)

と書ける。
(1) 逆温度 β における分配関数

Z(β) =

∫ N∏
i=1

dΩi

4π
e−βH({θi,ϕi}) (20)

を計算せよ。ただし、∫ dΩi は (θi, ϕi) の全立体角に渡る積分を意味する。

解答.— 分配関数 Z(β) を

Z(β) =

∫ N∏
i=1

dΩi

4π
e−βH({ϕi,θi}),

∫
dΩi =

∫ 2π

0

dϕi

∫ π

0

dθi sin θi

で定義する。これを計算すると、

Z(β) =

N∏
i=1

(∫
dΩi

4π
eβ(µ0Sh/2) cos θi

)

=

(
1

4π

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θeβ(µ0Sh/2) cos θ

)N

=

(
1

2

[
(βµ0Sh/2)

−1eβ(µ0Sh/2) cos θ

]θ=π

θ=0

)N

= (βµ0Sh/2)
−N sinhN (βµ0Sh/2)

が出る。 □

(2) z 軸方向の磁化 m = 1
N

∑N
i=1 S

z
i を考える。逆温度 β における磁化の期待値 ⟨m⟩, 磁化率

χ = ∂⟨m⟩
∂h を計算せよ。また、磁化の分散 ⟨(m− ⟨m⟩)2⟩ を計算し、磁化率 χ との関係を議論

せよ。



解答.—

⟨m⟩ =
1

N

∫ N∏
i=1

dΩi

4π

(
S
∑
i

cos θi

)
eβ(µ0Sh/2)

∑
i cos θi

Z(β)

=
1

N
(βµ0/2)

−1 ∂

∂h
logZ(β)

= S

(
coth(βµ0Sh/2)−

1

(βµ0Sh/2)

)
である。

磁化率 χ は

χ =
∂ ⟨m⟩
∂h

(21)

= −S(βµ0S/2) sinh
2(βµ0Sh/2) +

1

(βµ0Sh2/2)
(22)

= −βµ0S
2

2

(
sinh−2(βµ0Sh/2)− (βµ0Sh/2)

−2
)

(23)

である。

また、分散については

⟨m2⟩ =
1

N2

∫ N∏
i=1

dΩi

4π

(
S
∑
i

cos θi

)2
eβ(µ0Sh/2)

∑
i cos θi

Z(β)

=
S2

N2

∫ N∏
i=1

dΩi

4π

∑
i

cos2 θi +
∑

i,j:i ̸=j

cos θi cos θj

 eβ(µ0Sh/2)
∑

i cos θi

Z(β)

=
S2

N2

(
N

∫
dΩ
4π cos2 θeβ(µ0Sh/2) cos θ∫

dΩ
4π e

β(µ0Sh/2) cos θ
+N(N − 1)S−2 ⟨m⟩2

)
である。ここで、 α = βµ0Sh/2 とすると、 1 サイトの分配関数 Z1(β) =

∫
(dΩ/4π)eα cos θ =

α−1 sinhα を用いて∫
dΩ
4π cos2 θeβ(µ0Sh/2) cos θ∫

dΩ
4π e

β(µ0Sh/2) cos θ
=

1

Z1(β)

∂2

∂α2
Z1(β)

= α sinh−1 α(2α−3 sinhα− 2α−2 coshα+ α−1 sinhα)

= 2α−2 − 2α−1 cothα+ 1

となる。⟨m⟩ = S(cothα− α−1) であることを用いると、

⟨m2⟩ − ⟨m⟩2 =
S2

N

{
(2α−2 − 2α−1 cothα+ 1)− (cothα− α−1)2

}
=

S2

N

(
α−2 + 1− coth2 α

)
=

S2

N

(
(βµ0Sh/2)

−2 − sinh−2(βµ0Sh/2)
)

が導かれる。また、磁化率との関係性は、

⟨m2⟩ − ⟨m⟩2 =
S2

N

2

βµ0S2
χ =

2

Nβµ0
χ

である。左辺は磁化の揺らぎ (揺動)であるのに対し、右辺は磁場に対する磁化の変化率 (応答)であ
り、物理的に異なる意味を持つものが比例定数を除いて一致する関係式になっている (揺動応答関係)。
□



II-2 量子スピン

各スピンが大きさ S の量子スピンであるとき、Si の z 成分 Sz
i は離散値

Sz
i = −S,−S + 1, . . . , S (24)

を取る。
(1) 逆温度 β における分配関数

Z(β) =
∑
{Sz

i }

e−βH({Sz
i }) (25)

を計算せよ。また、古典スピン系の場合と同様に、磁化期待値 ⟨m⟩, 磁化率 χ, 磁化の分散
⟨(m− ⟨m⟩)2⟩ を計算せよ。

解答.— 分配関数 Z(β) は

Z(β) =

S∑
S1=−S

. . .

S∑
SN=−S

eβ(µ0h/2)
∑

i Si

=

(
S∑

s=−S

eβ(µ0h/2)s

)N

=

(
e−β(µ0Sh/2) 1− e(2S+1)β(µ0h/2)

1− eβ(µ0h/2)

)N

=

(
sinh((2S + 1)βµ0h/4)

sinh(βµ0h/4)

)N

である。よって磁化の期待値は

⟨m⟩ =
1

N

S∑
S1=−S

. . .

S∑
SN=−S

(∑
i

Si

)
eβ(µ0h/2)

∑
i Si

Z(β)

=
1

N
(βµ0/2)

−1 ∂

∂h
lnZ(β)

= (βµ0/2)
−1 ∂

∂h
(ln sinh((2S + 1)βµ0h/4)− ln sinh(βµ0h/4))

= (βµ0/2)
−1 ((2S + 1)(βµ0/4) coth((2S + 1)βµ0h/4)− (βµ0/4) coth(βµ0h/4))

=
1

2
{(2S + 1) coth((2S + 1)βµ0h/4)− coth(βµ0h/4)}

である。

次に、磁化率 χ は、

χ =
∂ ⟨m⟩
∂h

=
βµ0

8

(
−(2S + 1)2 sinh−2((2S + 1)βµ0h/4) + sinh−2(βµ0h/4)

)
である。



磁化の分散は、古典の場合と同じく

⟨m2⟩ − ⟨m⟩2 =
1

N2

∑
i

⟨S2
i ⟩ −

∑
i,j;i ̸=j

⟨Si⟩ ⟨Sj⟩

− ⟨m⟩2
=

1

N

1

Z1(β)

∂2

∂(βµ0h/2)2
Z1(β)−

1

N
⟨m⟩2

=
1

N

Z1(β)
∂2

∂α2Z1(β)− ( ∂
∂αZ1(β))

2

Z1(β)2
(α = βµ0h/2)

=
1

N

∂

∂α

(
∂

∂α
logZ1(β)

)
=

1

N

2

βµ0

∂

∂h
⟨m⟩

=
2

Nβµ0
χ

=
1

4N

{
−(2S + 1)2 sinh−2((2S + 1)βµ0h/4) + sinh−2(βµ0h/4)

}
となる。

(2) µ0S = 一定を保ったまま S →∞ とする極限を考える。このとき、(1) で計算した量子ス
ピン系の物理量の期待値が古典スピン系のそれに漸近することを示せ。

解答.— µ0S = 一定 としたまま S →∞ とすると、µ0 → 0 であり、この時

(2S + 1) coth{(2S + 1)βµ0h/4} ∼ 2S coth(βµ0Sh/2),

coth(βµ0h/4) ∼ (βµ0h/4)
−1

である。これを代入すると、

⟨m⟩ ∼ 1

2

{
(2S coth(βµ0Sh/2)− (βµ0h/4)

−1
}

= S(coth(βµ0Sh/2)− (βµ0Sh/2)
−1)

となる。これは、古典の結果と一致する。

磁化の揺らぎに関しても、

(2S + 1)2 sinh−2((2S + 1)βµ0h/4) ∼ 4S2 sinh−2(βµ0Sh/2),

sinh−2(βµ0h/4) ∼ (βµ0h/4)
−2

より、

⟨m2⟩ − ⟨m⟩2 ∼ 1

N

(
−S2 sinh−2(βµ0Sh/2) +

4

(βµ0h)2

)
=

S2

N

(
(βµ0Sh/2)

−2 − sinh−2(βµ0Sh/2)
)

となり、古典の結果を再現する。量子でも古典でも ⟨m2⟩ − ⟨m⟩2 = (2/Nβµ0)χ の関係式が成立する
ので、磁化率 χ も同じ極限で古典の結果を再現する。 □



III 古典気体

Hamiltonian H({pi}, {qi}) =
∑N

i=1(p
2
i /2m + V (qi)) で記述される N 粒子系が逆温度 β の熱平

衡状態にあるとき、状態 ({pi}, {qi}) が出現する確率 p({pi}, {qi})、および分配関数 Z(β) は

p({pi}, {qi}) =
e−βH({pi},{qi})∫ ∏

j dpjdqje
−βH({pj},{qj})

、

Z(β) =
1

N !h3N

∫ ∏
j

dpjdqje
−βH({pi},{qi})

で与えられる。
(1) V (qi) = 0 (i = 1, 2, . . . , N) であるとき、この系の Helmholtz 自由エネルギー F、エネル
ギーの期待値 ⟨H⟩、および比熱 C(T ) を求めよ。

解答.— まずは V = 0 での分配関数を計算すると、

Z(β) =
1

N !h3N

∫ ∏
j

dpjdqj exp

(
− β

2m

∑
i

p2
i

)

=
V N

N !h3N

(∫ ∞

−∞
e−

β
2mp2

dp

)3N

=
V N

N !h3N

(√
2πm

β

)3N

である。故に Helmholtz 自由エネルギー F は
F = −β−1 lnZ(β)

= −β−1

(
N lnV +

3

2
N ln

2πm

βh2
− lnN !

)
∼ Nβ−1 ln

(
βh2

2πm

)3/2(
V

N

)−1

−Nβ−1

である。

エネルギー期待値 ⟨H⟩ は、

⟨H⟩ = − ∂

∂β
lnZ(β)

=
3

2
N

∂

∂β
ln

2πm

β

=
3

2
Nβ−1

=
3

2
NkBT

である。比熱 C(T ) は
C(T ) =

d

dT
⟨H⟩ = 3

2
NkB

である。
(2) z 方向に一様な重力がかかり、ポテンシャル V (qi) が

V (qi) = mgqzi , 0 ≤ qzi ≤ L (26)

で与えられる時を考える。このとき、分配関数 Z(β)、およびエネルギー期待値 ⟨H⟩ を求めよ。



解答.— 分配関数は

Z(β) =
1

N !h3N

∫ ∏
j

dpjdqj exp

(
− β

2m

∑
i

p2
i − βmg

∑
i

qzi

)

=
1

N !h3N

(
2πm

β

)3N/2

L2N

(∫ L

0

dqe−βmgq

)N

=
1

N !h3N

(
2πm

β

)3N/2

L2N

(
1− e−βmgL

βmg

)N

である。エネルギー期待値は

⟨H⟩ = − ∂

∂β
logZ(β)

=
3N

2
β−1 −NmgLe−βmgL

1− e−βmgL
+Nβ−1

= N

(
5

2
kBT −

mgL

eβmgL − 1

)
となる。 □

(3) (2) と同じく一様重力下の古典理想気体において、気体の高さ qzi の分布 P (qzi ) および期
待値 ⟨qzi ⟩ を求めよ。

解答.— 高さに関する分布関数は

P (qzi ) =
1

Z(β)
· 1

N !h3N

∫ ∏
qzi 以外

dpjdqj exp

(
− β

2m

∑
i

p2
i − βmg

∑
i

qzi

)

=
e−βmgqzi∫ L

0
dqe−βmgq

=
βmg

1− e−βmgL
e−βmgqzi

である。また、このことから高さの期待値は

⟨qzi ⟩ =

∫ L

0

dqP (q)q

=
βmg

1− e−βmgL

∫ L

0

dqe−βmgqq

=
1

1− e−βmgL

(
−Le−βmgL +

∫ L

0

dqe−βmgq

)

= (βmg)−1 − L

eβmgL − 1

となる。 □

解答 2.— 1粒子の分配関数は

Z1(β) =
1

h3

∫
dqdpe−βp2/2m−βmgqz ∝ 1− e−βmgL

βmg
(27)



であり、

⟨qz⟩ = − ∂

∂(βmg)
logZ1(β)

= − ∂

∂(βmg)
log

(
1− e−βmgL

βmg

)
= (βmg)−1 − L

eβmgL − 1

である。 □

解答 3.— エネルギー期待値のうち qzi 成分の積分に由来する

−NmgLe−βmgL

1− e−βmgL
+Nβ−1

が位置エネルギーに由来する。すなわち、これが位置エネルギー期待値 Nmg ⟨qzi ⟩ に等しいので、

⟨qzi ⟩ = (Nmg)−1

(
−NmgLe−βmgL

1− e−βmgL
+Nβ−1

)
= (βmg)−1 − L

eβmgL − 1

である。 □
(4) 気体の速度 vi = pi/m の分布 P (vi) が、V (qi) によらず次の式で表されることを示せ。

P (v) =

(
βm

2π

)3/2

exp

(
−1

2
βmv2

)
.

解答.— 分布 P (v) は、ある i 番目の粒子が pi = mv を取る確率に比例する (ただし、i には依存
しないので、i = 1 としても一般性を失わない)ので

P (v) ∝
∫ N∏

j=2

dpj

N∏
j=1

dqj p(p1 = mv, {pj}Nj=2, {qj}Nj=1)

∝ e−βmv2/2

∫ N∏
j=2

dpj

N∏
j=1

dqje
−(β/2m)

∑N
j=2 p

2
j−β

∑N
j=1 V (qj)

∝ e−βmv2/2

と書ける。よって P (v) = Ce−βmv2/2(C は v を含まない定数)と書け、確率の規格化条件より

1 =

∫
dvP (v)

= C

∫
dve−βmv2/2

= C

(√
2π

βm

)3

であるので、C =
(√

2π
βm

)−3

が得られる。これを代入すれば、V (qi) によらず

P (v) =

(
βm

2π

)3/2

exp

(
−1

2
βmv2

)
.

という分布 (Boltzman 分布)に従う。 □



別解.— 確率 P (v)dv は、運動量 p1 が mv 近傍の微小空間 dp1 = m3dv1 に含まれる確率なので

P (v)dv = m3dv

∫ N∏
j=2

dpj

N∏
j=1

dqj p(p1 = mv, {pj}Nj=2, {qj}Nj=1)

= m3dv
e−βmv2/2∫
dp1e

−βp2
1/2m

= m3dve−βmv2/2

(
2πm

β

)−3/2

である。よって、
P (v) =

(
βm

2π

)3/2

exp

(
−1

2
βmv2

)
である。 □



IV カノニカル分布のエントロピー

状態 i = 1, 2, . . . , d を確率 pi で取る系を考える。このとき、

S({pi}) = −
d∑

i=1

pi log pi (28)

で定義される Shannon エントロピーが、その系の持つ情報量を特徴づける量として知られる (ただ
し、pi = 0 において 0 log 0 = 0 とする)。

(1) 2つの確率分布 {pi}, {qi} に対して、相対エントロピーを

D({pi}∥{qi}) =
∑
i

pi log
pi
qi

(29)

で定める。このとき、D({pi}∥{qi}) ≥ 0 であること、およびその等号成立が分布 {pi}, {qi} が
一致するときのみであることを示せ (この事実から、相対エントロピーは 2つの確率分布がど
れだけ離れているかの尺度を表す)。

解答.— 任意の x ∈ R に対して log x ≤ x− 1 (等号成立は x = 1 のみ)であることを用いる。こ
のとき、

D({pi}∥{qi}) = −
∑
i

pi log
qi
pi

≥ −
∑
i

pi ·
(
qi
pi
− 1

)
=

∑
i

qi −
∑
i

pi

= 0

であるので、D({pi}∥{qi}) ≥ 0 が示される。また、等号成立条件は qi/pi = 1 が全ての i で成立す
るときであるが、これは分布 {pi}, {qi} が一致するときである。 □

(2) 確率保存∑
i pi = 1 の拘束条件のもとで、Shannon エントロピー S({pi}) を最大化する分

布が一様分布 {punii } (punii = 1/d, ∀i) であることを示せ (Hint: (1) を用いよ)。

解答.— 一様分布における Shannon エントロピーは

S({punii }) = d×
(
−1

2
log

1

d

)
= log d (30)

である。これが全ての確率分布の中で最大であることは、相対エントロピーにおいて qi = punii とす
ることで

0 ≤ D({pi}∥{punii }) (31)

=
∑
i

pi log(pid) (32)

= log d− S({pi}) (33)

であることから確かめられる。 □



(3) 確率保存 ∑
i pi = 1 およびエネルギー保存 ∑

i piEi = E の拘束条件のもとで、Shannon

エントロピー S({pi}) を最大化する分布がカノニカル分布

pi =
e−βEi

Z(β)
, Z(β) =

∑
i

e−βEi (34)

であることを Lagrange の未定乗数法を用いて示せ。またこのことから、カノニカル分布が一
様分布 (等重率)とどのように関係していると言えるか簡単に議論せよ。

解答.— Lagrange の未定乗数 λ, κ を用いて、

L({pi}, λ, κ) = −
∑
i

pi ln pi + λ

(∑
i

pi − 1

)
+ κ

(∑
i

Eipi − E

)

を考える。拘束条件 ∑
i pi = 1,

∑
iEipi = E の下で Shannon エントロピー S̄ の極値を与えるよう

な {pi} は、
∂L
∂pi

= 0
(∀i = 1, 2, . . .

)
,

∂L
∂λ

= 0,
∂L
∂κ

= 0

で指定される。後者 2つの式は拘束条件そのものである。1つ目の式を計算すると、

0 = − (ln pi + 1) + λ+ κEi

⇔ pi = exp (−1 + λ+ κEi)

が得られる。拘束条件 ∑
i pi = 1 より、

1 =
∑
i

exp (−1 + λ+ κEi)

= e−1+λ
∑
i

eκEi

であるので、λ を消去すると、
pi =

eκEi∑
j e

κEj

となる。β = −κ とおけばカノニカル分布である。

また、Lagrange の未定乗数法ではカノニカル分布が極値を与えることが言えるが、これが実際に
最大値を与えることは次のように言える。カノニカル分布 {pβi } に対して、確率保存

∑
i pi = 1, エ

ネルギー保存 ∑
i piEi = E を満たす任意の分布 {pi} との相対エントロピーの差を考えると、

D({pi}∥{pβi }) = −S({pi})−
∑
i

pi log
e−βEi

Z
(35)

= −S({pi}) + β
∑
i

piEi + (logZ)
∑
i

pi (36)

= −S({pi}) + βE + logZ (37)

である。ここで、カノニカル分布 {pβi } における Shannon エントロピーは

S({pβi }) = −
∑
i

e−βEi

Z(β)
log

e−βEi

Z(β)
(38)

= logZ(β)
∑
i

e−βEi

Z(β)
+ β

∑
i

Ei
e−βEi

Z(β)
(39)

= logZ(β) + βE (40)



である。故に、S({pβi })− S({pi}) = D({pi}∥{pβi }) ≥ 0 となり、確かにカノニカル分布が制約条件
下での最大 Shannon エントロピーを与える。

最後に、一様分布との相対エントロピーは

D({pi}|{punii }) = log d− S({pi})

で与えられ、Shannon エントロピー S({pi}) が最大のときに最小となる。すなわち、カノニカル分
布 {pβi } はエネルギー保存の制約条件下では最も一様分布 (ミクロカノニカル分布)に近い分布であ
ると言える。 □




