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I 確率論

確率 1− p, p で 0, 1 を取る N 個の独立な確率変数 X1, X2, . . . , XN に対して、その平均

X̄N =
1

N

N∑
i=1

Xi (1)

を考える。

(1) n = 0, 1, . . . , N に対して、確率変数 X̄N が n/N を取る確率 Prob[X̄N = n/N ] を求めよ。

(2) 確率変数 X の期待値 ⟨X⟩ を ⟨X⟩ =
∑

x xProb[X = x] によって定める。このとき、確率変数
X̄N について期待値 µ = ⟨X̄N ⟩ と分散 σ2 = ⟨(X̄N − µ)2⟩ を計算せよ。

(3) 非負の値を取る任意の離散確率変数 X に対して、a > 0 ならば

Prob [X ≥ a] ≤ ⟨X⟩
a

(Markov の不等式) (2)

が成立することを示せ。またこの結果を用いて、任意の正の実数 t > 0 に対して a > µ のとき

Prob
[
X̄N ≥ a

]
≤ ⟨etNX̄N ⟩

etNa
(3)

が成立することを示せ。

(4) a > µ とする。(3)式の右辺に現れる関数

f(t) =
⟨etNX̄N ⟩
etNa

(4)

を計算し、p,N, a, t を用いて表せ。

(5) 簡単のために p = 1/2 とする1。(3), (4) の結果を用いて

Prob
[
X̄N ≥ a

]
≤ e−N(log 2−h(a)), h(a) = −a log a− (1− a) log(1− a) (5)

を満たすことを示せ。またこのことから aが 1/2 < a ≤ 1を満たす定数であるとき、Prob [X̄N ≥ a
]

が確率変数の個数 N に関してどのように振る舞うか議論せよ。

1一般の 0 < p < 1 で計算しても良い。その場合は Prob
[
X̄N ≥ a

]
≤ e−Nd(a,p) の形にかけることを示し、関数 d(a, p)

を求めよ。



II 量子調和振動子

q̂, p̂ を正準交換関係 [q̂, p̂] = iℏ を満たす位置演算子, 運動量演算子として

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2q̂2 (6)

で与えられる量子一次元調和振動子系の Hamiltonian を考える。

(1) Heisenberg 描像での位置演算子, 運動量演算子はそれぞれ q̂(t) = eiĤt/ℏq̂e−iĤt/ℏ, p̂(t) =

eiĤt/ℏp̂e−iĤt/ℏ である。Heisenberg 方程式iℏ d
dt q̂(t) = [q̂(t), Ĥ],

iℏ d
dt p̂(t) = [p̂(t), Ĥ]

(7)

を q̂(t), p̂(t) を用いて書き下せ。また、これを解くことで初期状態 |ψ⟩ としたときの位置, 運
動量の期待値 ⟨ψ|q̂(t)|ψ⟩, ⟨ψ|p̂(t)|ψ⟩ の時間変化が古典調和振動子と一致することを示せ。

(2) 消滅演算子 â, 生成演算子 â† を

â =

√
mω

2ℏ

(
q̂ +

i

mω
p̂

)
, â† =

√
mω

2ℏ

(
q̂ − i

mω
p̂

)
(8)

で定義する。このとき、[â, â†] を計算せよ。また Hamiltonian Ĥ を â, â† を用いて表せ。

(3) 数演算子 n̂ = â†â の固有状態を |n⟩ とおく。固有値 n が非負の整数であることを示し、Hamil-

tonian Ĥ の固有値を求めよ。また、規格化因子 cn を用いて |n⟩ = cn(â
†)n |0⟩ で与えられる

ことを示せ。


