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第1章 量子固有値変換/量子特異値変換

量子計算における近年の重要な進展である量子固有値変換 (Quantum eigenvalue transformation,

QET)と量子特異値変換 (Quantum singular value transformation, QSVT)について解説する。量子
固有値変換はエルミート行列の各固有値の多項式変換を行う量子アルゴリズムとして G. H. Low と
I. L. Chuang によって 2016 年に提案され [LC17, LC19]、後の 2018 年にその一般の行列への拡張で
ある量子特異値変換が A. Gilyén らによって定式化された [GSLW19]。量子固有値変換/量子特異値
変換の特筆すべき点は、探索問題, 固有値計算, 線形方程式問題に加え量子多体系のシミュレーショ
ンなど、量子加速が期待される重要な問題に対する量子アルゴリズムをその特別な場合として包含
し、様々な量子アルゴリズムを統一的に記述することである (量子アルゴリズムの大統一理論と呼ば
れる [MRTC21])。加えて、量子固有値変換/量子特異値変換によって “再定式化” された量子アルゴ
リズムが、従来のアルゴリズムよりも計算コストが小さくなりまた理論的に達成可能な最も良い計
算コストを達成したケースも多くある。量子固有値変換/量子特異値変換の実装は、補助量子ビット
や非局所的な制御ゲートを必要とするために大規模な誤り耐性量子計算機で可能となると見込まれ
るが、そのような将来の量子計算機では最も高速かつ高精度に量子計算を行う統一的・標準的な手法
として期待されている。

1.1 導入: 量子固有値変換/量子特異値変換とは

有限次元の Hilbert 空間 H 上のエルミート演算子 H : H → H を考える。Hilbert 空間の次元が
d のとき H ≃ Cd であり、演算子 H は d× d 行列として書ける。エルミート性から H は対角化可
能であり、固有値 λn ∈ R と固有状態 |λn⟩ ∈ H の組を用いて

H =

d∑
n=1

λn |λn⟩ ⟨λn| (1.1)

のようにスペクトル分解できる。演算子 H を引数にもつ関数 f(H) を各固有値 λn の変換

f(H) =

d∑
n=1

f(λn) |λn⟩ ⟨λn| (1.2)

によって定めよう。量子固有値変換は、任意の初期状態 |ψ⟩ ∈ H に対して

|ψ⟩ → (量子ゲート, 量子測定) → f(H) |ψ⟩ (1.3)

とするような変換を指す。

量子特異値変換は、エルミートな正方行列 H を対象とした量子固有値変換をエルミートと限らず
正方行列とも限らない一般の有限次元行列に拡張したものである。次元 d1, d2 の Hilbert空間 H1,H2
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に対して、演算子 A : H1 → H2 は d2 × d1 行列として書ける。一般の行列に対しては必ずしも対角
化可能とは限らない一方で、常に次のような特異値分解ができる:

A =

rank(A)∑
n=1

σn |vn⟩ ⟨un| , σn ≥ 0, |un⟩ ∈ H1 ≃ Cd1 , |vn⟩ ∈ H2 ≃ Cd2 . (1.4)

ここで、σn, |un⟩, |vn⟩ はそれぞれ特異値, 右特異ベクトル, 左特異ベクトルという。特異値 σn はエ
ルミート行列 A†A または AA† の固有値の非負の平方根として得られ、特異ベクトル |un⟩ (|vn⟩) は
A†A (AA†) の固有値 σ2

n の固有ベクトルとなっている。一般の行列 A に対して量子特異値変換を、
各特異値 σn を f(σn) に置換する操作で定める。エルミートな場合と異なり、特異ベクトルの左右
の区別があるので関数は以下の 4種類が定義可能である:

f(A) =



∑rank(A)
n=1 f(σn) |vn⟩ ⟨un| , : H1 → H2,∑rank(A)
n=1 f(σn) |un⟩ ⟨vn| , : H2 → H1,∑rank(A)
n=1 f(σn) |un⟩ ⟨un| , : H1 → H1,∑rank(A)
n=1 f(σn) |vn⟩ ⟨vn| , : H2 → H2.

(1.5)

量子特異値変換は、 Hilbert 空間 H1 あるいは H2 上の任意の量子状態 |ψ⟩ に対して

|ψ⟩ → (量子ゲート, 量子測定) → f(A) |ψ⟩ ∈ H1 or H2 (1.6)

とするような変換を指す。

量子固有値変換/量子特異値変換は行列の固有値/特異値を関数によって変換するという単純な操
作であるのものの、その行列や関数の選択次第で様々な量子計算のタスクを実行することができる。
例えば、量子加速が期待される最も代表的な例である量子多体系のシミュレートなど、以下のような
例がある (詳細は後述する)。

• ハミルトニアンシミュレーション
d × d のエルミート行列 H を量子多体系のハミルトニアンとして、与えられた状態 |ψ⟩ を初
期状態とする Schrödinger 方程式の解 e−iHt |ψ⟩ を用意することをハミルトニアンシミュレー
ションと呼び、量子計算で古典計算と比べた指数加速が期待されるタスクである。関数 f(H)

を行列指数関数
f(H) =

d∑
n=1

e−iλnt |λn⟩ ⟨λn| = e−iHt (1.7)

とする量子固有値変換 |ψ⟩ → e−iHt |ψ⟩ はまさにハミルトニアンシミュレーションとなって
いる。

• 線形方程式問題
d2 × d1 の可逆な疎行列 A を考える。d2 次元の定数ベクトルである量子状態 |b⟩ が与えられた
時に連立方程式

A |x⟩ = |b⟩ (1.8)

の解 |x⟩ = A−1 |b⟩ ∈ Cd1 を用意するという問題は線型方程式問題と呼ばれ、量子計算で古典
計算よりも指数的に速く解ける問題と期待される。関数 f(A) を逆行列

f(A) =

rank(A)∑
n=1

(σn)
−1 |un⟩ ⟨vn| = A−1 (1.9)

とする量子特異値変換 |b⟩ → A−1 |b⟩ は、線型方程式問題を解く量子アルゴリズムとなって
いる。
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上記の例は量子固有値変換/量子特異値変換の最もわかりやすい応用であるが、その他にも Grover

探索, 量子位相推定, 素因数分解など量子加速のある基本的かつ重要な量子アルゴリズムも包含され
る。このことから、この理論は量子アルゴリズムの大統一とも言われる。また、単純に既存の量子ア
ルゴリズムを再定式化するだけでなく、時にはその計算コストも従来の手法よりも良くそして理論的
に最も良くなる (最適となる)ことも知られ、将来的な誤り耐性量子計算機で最も標準的な量子アル
ゴリズムとして有望視される。

以降ではまず量子固有値変換/量子特異値変換の定式化を議論する。具体的には、

• ブロック埋め込み (Block-encoding) [1.2節]

• 量子ビット化 (Qubitization) [1.3節]

• 量子信号処理 (Quantum Signal Processing, QSP) [1.4節で導入, 詳細は 1.6節]

という 3つのステップからなり、一般にはユニタリーとは限らない変換 |ψ⟩ → f(H) |ψ⟩ , f(A) |ψ⟩ を
ユニタリーな量子回路に加えて補助系と量子測定を組み合わせることで可能とする。定式化におい
て特に重要なことは、どのような関数 f が量子固有値変換/量子特異値変換で実装可能か、そしてそ
の関数 f を実装するために必要なリソース (回路深さ, 補助量子ビット数)はいくらか、ということ
である。結論から言うと、一般的な有限次数の多項式関数

f(x) =

q∑
n=0

cnx
n, cn ∈ C (1.10)

がほとんど全て実装可能であり、その回路深さは多項式の次数 q に比例する。極めて単純な結論と
も言えるが、多項式関数は Taylor 展開や Jacobi-Anger 展開などの多項式近似を通じて解析的な関
数をほとんど網羅しており、それが様々な量子アルゴリズムを包含していることに繋がっている。ま
た多項式関数の次数が計算コストと直結していることは、量子アルゴリズムを高速化することはそ
れを実行する次数の低い多項式を発見することと等価であるという、新たな視点を与える。

まずエルミート行列に対して有効な量子固有値変換について 1.2節-1.4節で導出したのち、1.5節
で一般の行列に対する量子特異値変換への拡張を行う。

1.2 ブロック埋め込み (Block-encoding)

1.2.1 定義

ここではまず、量子固有値変換/量子特異値変換の基本的な構成要素であるブロック埋め込みを導
入する。エルミート行列 H に対して、そのブロック埋め込み OH とは H に比例する項をブロック
対角成分に持つようなユニタリー行列を指す。すなわち、

OH =

(
H/α ∗
∗ ∗

)
, α > 0 (1.11)

となり、O†
HOH = I を満たすような行列を指す。このようなユニタリー行列は、量子計算でブロッ

ク埋め込みとして考えられるよりも前に既に線形代数の文脈でユニタリー拡張 (unitary dilation)と
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して知られていた。与えられたエルミート行列 H に対して (1.11) 式で書けるユニタリー行列の存
在は必ずしも自明ではないが、それによると以下のような条件で存在性が言える。

Proposition 1. (ブロック埋め込みの存在)

(1.11) 式を満たすブロック埋め込み OH が存在するための必要十分条件は、α ≥ ∥H∥ である。

Proof.— (⇒) ブロック埋め込み OH が存在するとき、そのユニタリー性より

1 = ∥OH∥ ≥
∥∥∥∥Hα

∥∥∥∥ =
∥H∥
α

(1.12)

より α ≥ ∥H∥ である。

(⇐) α ≥ ∥H∥ のとき、 I − (H/α)2 ≥ 0 であるので H と可換な行列
√
I − (H/α)2 が存在する。

行列 OH を
OH =

(
H/α

√
I − (H/α)2√

I − (H/α)2 −H/α

)
(1.13)

と定めると、O†
HOH = I を満たし H/α をブロック対角成分にもつブロック埋め込みである。 □

なお、ブロック埋め込みが存在するための必要十分条件は α ≥ ∥H∥であるが、その構成法は unique

ではない。実際、異なる α に対して α ≥ ∥H∥ であれば様々な OH を構成できるほか、同一の α

でも
OH =

(
H/α −

√
I − (H/α)2

−
√
I − (H/α)2 −H/α

)
(1.14)

のように (1.13) 式以外の構成も可能である。

さて、量子計算においてユニタリー行列であるブロック埋め込みは量子ゲートによって実装され
る。ブロック埋め込み OH はブロック成分に H/α を持つため、その次元は元の Hilbert 空間よりも
大きい。従って、OH の実装には補助量子ビットを用意する必要がある。このもとで、ブロック埋め
込みを再定義すると以下のようになる。

Definition 2. (ブロック埋め込み, Block-encoding)

実の正定数 α として、補助量子ビット a 個と注目系 s に作用するユニタリー演算子 OH が

(⟨0|⊗a ⊗ Is)OH(|0⟩⊗a ⊗ Is) =
H

α
, α ≥ ∥H∥ (1.15)

を満たす時、それをエルミート行列 H の (α, a)-encoding と呼ぶ。

上記の定義では、H/α が埋め込まれる部分空間として補助系 a の基準状態 |0⟩⊗a
(以降では |0⟩a

と略記する) による |0⟩a⊗H としているが、それ以外の部分空間であったとしても適切なユニタリー
変換を OH に含めることで、部分空間を |0⟩a ⊗ H とする上記の定義に帰着できる。さらに、エル
ミート行列 H を規格化 H → H/α することによって常に α = 1 とすることができるため、一般性
を失わずに

⟨0|OH |0⟩a = H (1.16)

を満たすブロック埋め込み OH を考えれば十分である。また、上記の定義より一般的な状況として
ブロック埋め込みを必ずしも正確に実装できない場合を考え、以下のように定義してある程度の誤差
を許容することがある。
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|0⟩a
OH






|ψ⟩ H |ψ⟩ /∥H |ψ⟩∥

図 1.1: ブロック埋め込みの作用: ブロック埋め込み OH を作用させた後、補助系を射影測定し |0⟩a
に見出した場合を事後選択すると H |ψ⟩ を得る。

Definition 3. (誤差を許容するブロック埋め込み)

エルミート行列 H に対して∥∥∥∥⟨0|OH |0⟩a −
H

α

∥∥∥∥ ≤ ε, α ≥ ∥H∥, ε > 0 (1.17)

を満たすユニタリー行列 OH を、H の (α, a, ε)-encoding と呼ぶ。

量子固有値変換/量子特異値変換はブロック埋め込みの誤差を許容する場合でも問題なく定式化で
きるが、誤差がない場合とほぼ並列に議論が進行する。ここでは簡単のために Definition 2 による
誤差なしのブロック埋め込みに基づいて定式化を行う。

ブロック埋め込みの意味

ブロック埋め込みは量子固有値変換/量子特異値変換の基本的な構成要素であると同時に、その最
も単純な変換を与える。具体的にエルミート行列 H の (1, a)-encoding OH の作用を考えよう。任意
の注目系の状態 |ψ⟩ に対して、補助系の基準状態 |0⟩a を用意した上でブロック埋め込みを作用させ
る。射影演算子

P0 = |0⟩ ⟨0|a ⊗ Is, P⊥ = I − P0 (1.18)

を定めて、

OH |0⟩a |ψ⟩ = P0OH |0⟩a |ψ⟩+ P⊥OH |0⟩a |ψ⟩

= |0⟩a ⊗ (⟨0|OH |0⟩a |ψ⟩) + P⊥OH |0⟩a |ψ⟩ (1.19)

= |0⟩aH |ψ⟩+ P⊥OH |0⟩a |ψ⟩ (1.20)

となる。この状態に対して補助系 a に関する {P0, P⊥} の組で指定される射影測定を行う。補助系が
基準状態 |0⟩a に見出される確率 p0 は

p0 = ∥P0OH |0⟩a |ψ⟩∥
2
= ∥H |ψ⟩∥2 (1.21)

で与えられる。また |0⟩a に見出された後の系の状態は
1

√
p0
P0OH |0⟩a |ψ⟩ = |0⟩a ⊗

H |ψ⟩
∥H |ψ⟩∥

(1.22)

となっており、注目系の状態は定数倍を除いて H |ψ⟩ と等価である。従って、ブロック埋め込み
OH を作用させて補助系の測定を行い |0⟩a に見出す状況を事後選択 (post selection) することで、
|ψ⟩ → H |ψ⟩ という最も単純な量子固有値変換

|ψ⟩ → f(H) |ψ⟩ , f(x) = x (1.23)

を実行できる (図 1.1)。この操作が確率的であるのは H が非ユニタリーであることに由来する。
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|0⟩

Ga

· · · •

G†
a|0⟩ · · · •

|0⟩ • · · · •

U1

· · ·

U2

· · ·

· · ·
Ujmax

· · ·

図 1.2: ユニタリ線型結合のブロック埋め込み

1.2.2 ブロック埋め込みの構成

量子計算においてはブロック埋め込み OH を量子ゲートにより実装する。Proposition 1 により
α ≥ ∥H∥ であれば (α, a)-encoding は常に存在する一方で、それが必ずしも局所量子ゲートで容易
に実装できるとは限らない。後述するように α が小さいほど量子固有値変換/量子特異値変換の実
装の計算複雑性は小さくなるが、必ずしも最良の α = ∥H∥ となるようなブロック埋め込みが見つけ
られるとも限らない。与えられたエルミート行列 H に対して可能な限り小さい α を持つようなブ
ロック埋め込みを発見法的に見つけなければならない。幸いにも、ユニタリー線型結合や疎行列のよ
うな量子計算において重要なクラスのエルミート行列 H に対しては系統的なブロック埋め込みの構
成法が知られており、ここではそれらを議論する。

ユニタリー線型結合 (Linear Combination of Unitaries, LCU)

ハミルトニアン H が次のような形で表されるとき、ユニタリー線型結合 (Linear Combination of

Unitaries, LCU) という。

H =

jmax∑
j=1

αjUj , Uj ; unitary. (1.24)

ここで、係数 αj は正の実数であるとしても一般性を失わない。なぜならば、αj が複素数であると
き、対応する (αj , Uj) の組を (|αj |, ei arg(αj)Uj) と置き換えれば良いからである。

ユニタリー線型結合のハミルトニアンのブロック埋め込みは次のように構成される。まず補助系 a

として jmax の自由度をもつ {|j⟩a}
jmax

j=1 を用意する。補助系に必要な量子ビット数は a ∈ O(log2 jmax)

である。このとき、OH を次で与える。

OH = (Ga ⊗ Is)
†

jmax∑
j=1

|j⟩ ⟨j|a ⊗ Uj

 (Ga ⊗ Is). (1.25)

ただし、補助系 a のみに作用するユニタリーゲート Ga は 補助系の基準状態 |0⟩a に作用して

Ga |0⟩a =

jmax∑
j=1

√
αj

α
|j⟩a , α =

jmax∑
j=1

αj (1.26)
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となるように構成する。このように構成された OH が実際にハミルトニアン H のブロック埋め込み
となっていることは

⟨0|OH |0⟩a =
∑

j,j′,j′′

√
αj

α

√
αj′′

α
⟨j|j′⟩a ⟨j

′|j′′⟩a ⊗ Uj =

∑
j αjUj

α
. (1.27)

によって確かめられる。係数 α =
∑

j αj はベクトル α⃗ = (α1, . . . , αjmax) の L1 ノルム ∥α⃗∥1 であり、

∥H∥ ≤
∑
j

αj∥Uj∥ ≤ ∥α⃗∥1 (1.28)

より、Proposition 1 の α ≥ ∥H∥ が満たされていることも確認できる。各ユニタリー Uj が局所的
で O(1) 個の基本ゲートから構成できるとき、 jmax 項からなる LCU のブロック埋め込みは (1.25)

式より O(1) 個の基本ゲートで実装できる control-Uj ゲートを繰り返し用いて

• 補助量子ビット: O(log jmax)

• 回路深さ: O(jmax)

の量子回路で実装可能できる (図 1.2)。このようなブロック埋め込みが効率よく実行できるためには、
エルミート行列 H が比較的単純なユニタリー Uj の高々 jmax ∈ poly (N) 個の線型結合で書ける必
要がある。このようなエルミート行列は、物性物理・量子化学で現れるハミルトニアンのモデルをほ
ぼ網羅しており、特に量子多体系計算の文脈で多用される。以下に具体例を挙げる。

量子スピン系.— スピン S = 1/2 を持つ N サイトの量子スピン系を考える。典型的なハミルトニ
アンは、エルミート行列かつユニタリー行列である Pauli 積 Pj を用いて

H =

jmax∑
j=1

αjPj (1.29)

と書けるので LCU である。最も単純な例として、周期境界条件の下での 1次元 Heisenberg 鎖は

H = J

N∑
j=1

(XjXj+1 + YjYj+1 + ZjZj+1), J > 0 (1.30)

のハミルトニアンで記述される。ただし、AN+1 = A1 (A = X,Y, Z) である。このとき、

OH = (Ga ⊗ Is)
†OH(Ga ⊗ Is), Ga |0⟩a =

3N∑
j=1

√
1

3N
|j⟩a , (1.31)

OH =

N∑
j=1

|j⟩ ⟨j|a ⊗XjXj+1 + |j +N⟩ ⟨j +N |a ⊗ YjYj+1 + |j + 2N⟩ ⟨j + 2N |a ⊗ ZjZj+1,

(1.32)

が、ハミルトニアン H の (3NJ, ⌈log2(3N)⌉)-encoding を与える。ブロック埋め込み OH の回路深
さは O(N) であり、必要な補助量子ビット数も ⌈log2(3N)⌉ であり注目系サイズ N に比べると十分
小さいため、効率よく量子回路上で実装できる。

一般的に、物性物理においては 2体相互作用や 3体相互作用など O(1) 体間の相互作用 (局所的な
相互作用)しか働かないモデルを対象とする。各相互作用は Pauli 積として書くことができて、k 体
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までの相互作用しか含まないようなスピン模型の項数 jmax は高々 O(NCk) ∼ Nk である。LCU の
ブロック埋め込みの構成法により、一般的な物性物理のスピン系においても O(jmax) = O

(
Nk
) 深さ

の量子回路, O(log jmax) = O(logN) 個の補助量子ビットで OH を効率よく実装できる。また、物
性物理や量子化学ではスピン系の他に fermion の生成消滅演算子 ĉj , ĉ

†
j で記述される電子系のハミ

ルトニアンが興味の対象となる。このような場合においても、Jordan-Wigner 変換などの生成消滅
演算子をスピン演算子へ変換する手法を用いることで、ブロック埋め込み OH を構成することが可
能である [BGB+18]。

疎行列 (Sparse-access matrix)

疎行列は各行・各列に着目したときに高々 d ∈ O(1) 個しかノンゼロの成分を含まないような行列
である。このような行列を d-sparse 行列と呼び、具体的には

H =

dim(H)∑
i=1

∑
j∈Fi

hij |i⟩ ⟨j| (1.33)

と書いたとき、

|Fi| ≤ d, ∀i = 1, 2, . . . , dim(H) (1.34)

を満たすものとして定義される。H のエルミート性により、各行で高々 d 個しかノンゼロ成分がな
いとすると各列についても同様のことが自動的に言える。疎行列は線形方程式問題 (連立方程式の求
解)などの線形代数演算や量子ウォーク系などのシミュレーションにおいて重要なクラスである。

疎行列に対するブロック埋め込みを構成しよう。まず、行列係数 hij を呼び出すオラクル

Oh |i⟩ |j⟩ |z⟩ = |i⟩ |j⟩ |z ⊕ hij⟩ (1.35)

を用意する。ここで、hij は全て b-bitで 2進表示されているものとする。次に i行目において hij ̸= 0

となる l 番目の列のインデックス j = f(i, l) (すなわち Fi の l 番目の要素)を呼び出すオラクル

Of |i⟩ |l⟩ |j⟩ = |i⟩ |f(i, l)⟩ (1.36)

を定める。このようなオラクルを O(1) 回ずつ使うと、次のようなユニタリー U1, U2 を構成できる
ことが知られる:

U1 =

dim(H)∑
i=1

|ψi⟩as (⟨0|a ⟨i|s) + . . . , (1.37)

|ψi⟩as =
1√
d

∑
j∈Fi

(√
hij

∥H∥max

|0⟩+

√
1− |hij |

∥H∥max

|0⟩

)
a1

|0⟩a2
|j⟩a3

|i⟩s , (1.38)

U2 =

dim(H)∑
j=1

|χj⟩as (⟨0|a ⟨j|s) + . . . , (1.39)

|χj⟩as =
1√
d
|0⟩a1

∑
i∈Fj

(√
h∗ij

∥H∥max

|0⟩+

√
1− |hij |

∥H∥max

|0⟩

)
a2

|j⟩a3
|i⟩s , (1.40)

∥H∥max = max
i,j=1,2,...,dim(H)

(|hij |). (1.41)
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ただし、補助系 a = a1a2a3 は a1 (2次元), a2 (2次元), a3 (dim(H)次元) からなるとする。疎行列
H のブロック埋め込み OH は as 上のユニタリー演算子

OH = U†
2U1 (1.42)

によって構成される。実際、補助系の基準状態 |0⟩a のブロック対角成分を計算すると、

⟨0|OH |0⟩a = ⟨0|U†
2U1|0⟩a

=
∑
i,j

|j⟩s ⟨χj |ψi⟩as ⟨i|s

=
1

d∥H∥max

∑
i,j

hji |j⟩ ⟨i|

=
H

d∥H∥max

(1.43)

となって、(d∥H∥max, 2 +N)-encoding となっている。

ユニタリー U1, U2 のオラクルによる構成.— 具体的にオラクル Oh, Of からユニタリー U1, U2

を構成する。補助系 a1a2a3 の他に、b 量子ビットの補助系を用意する。ユニタリー演算子 U1 は
|0⟩a |i⟩s を |ψi⟩as へ変換するものであれば良いので、次のように構成できる。

|0⟩a |0⟩b |i⟩s → |0⟩a1
|0⟩a2

1√
d

d∑
l=1

|l⟩a3
|0⟩b |i⟩s (1.44)

→ |0⟩a1
|0⟩a2

1√
d

d∑
l=1

|f(i, l)⟩a3
|0⟩b |i⟩s (1.45)

→ |0⟩a1
|0⟩a2

1√
d

d∑
l=1

|f(i, l)⟩a3
|hif(i,l)⟩b |i⟩s (1.46)

= |0⟩a1
|0⟩a2

1√
d

∑
j∈Fi

|j⟩a3
|hij⟩b |i⟩s (1.47)

→ 1√
d

∑
j∈Fi

(√
hij

∥H∥max

|0⟩+

√
1− |hij |

∥H∥max

|1⟩

)
a1

|0⟩a2
|j⟩a3

|hij⟩b |i⟩s (1.48)

→ 1√
d

∑
i∈Fj

(√
hij

∥H∥max

|0⟩+

√
1− |hij |

∥H∥max

|1⟩

)
a1

|0⟩a2
|j⟩a3

|0⟩b |i⟩s (1.49)

= |ψi⟩as |0⟩b (1.50)

各行の意味を説明する。第１行目は a3 に作用し、l = 1, 2, . . . , d の一様重ね合わせ状態を生成する
[O(log d) ゲート]。第２行では s, a3 にわたってオラクル Of を作用, 第３・4行では s, a3, b にわたっ
てオラクル Oh を作用させる。第５行では、補助系 b の値に応じた制御回転ゲートを a1 に作用させ
る。具体的には、b bit 表示された z から

θz = arccos

(√
z

∥H∥max

)
(1.51)

を計算する回路を構成し、

|z⟩b |0⟩a3
→ |z⟩b e

−iθzY |0⟩a3
(1.52)

となるように制御回転ゲートを構成すれば良い。arccos は古典計算でも効率よく計算できる関数で
あるので、そのような量子回路も poly (b) 個の量子ゲートで実装できる。第６・７行では、オラク
ル O†

h を作用させることで補助量子系 b を基準状態に戻す (uncomputation)。
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ユニタリー U2 も同じようにしてオラクル Oh, Oh から構成できる。最終的にブロック埋め込み
OH = U †

2U1 はオラクル Oh (またはその共役)を 4回, Of を 2回利用して構成される。

純粋化密度行列 (Purified density matrix)

補助系 a1 (a1 量子ビット)と注目系 s (s 量子ビット)上の純粋状態 |Ψ⟩a1s
=
∑jmax

j=1

√
sj |j⟩a1

|ψj⟩s
を使って、

ρ = Tra1
[|Ψ⟩ ⟨Ψ|a1s

] =

jmax∑
j=1

sj |ψj⟩ ⟨ψj |s , sj > 0,

jmax∑
j=1

si = 1. (1.53)

と表現されるようなエルミート行列 ρ を純粋化密度行列と呼ぶ。言い換えると、純粋状態 |Ψ⟩ は密
度行列 ρ の純粋化となっている。

純粋化密度行列 ρ に対するブロック埋め込み Oρ は、注目系 s と同じ次元を持つ補助系 a2 を用
意して次のように構成される:

Oρ = (G†
ρ ⊗ Is)Ia1

⊗

dim(H)∑
j=1

dim(H)∑
k=1

|ϕj⟩a2
|ϕk⟩s ⟨ϕk|a2

⟨ϕj |s − Ia2+s

 (Gρ ⊗ Is), (1.54)

Gρ |0⟩a1a2
=

jmax∑
j=1

√
sj |j⟩a1

|ψj⟩a2
= |Ψ⟩a1a2

, (1.55)

ここで、 {|ϕj⟩}dim(H)
j=1 は、注目系 s (または補助系 a2) の Hilbert 空間 H の適当な正規直交基底で

あり、 Oρ 中の a2s に作用する部分は a2 と s の状態の SWAP 操作である。ユニタリー演算子 Oρ

は ⟨0|Oρ|0⟩a1a2
= ρ を満たし、純粋化密度行列 ρ の (1, a1 + s)-encoding をなす。

Proof.— Oρ の a2s に作用する部分がdim(H)∑
j=1

dim(H)∑
k=1

|ϕj⟩a2
|ϕk⟩s ⟨ϕk|a2

⟨ϕj |s − Ia2+s

 |ψ⟩a2
|ψ′⟩s = |ψ′⟩a2

|ψ⟩s . (1.56)

のように SWAP 操作となっていることを利用する。このとき、

⟨0|Oρ|0⟩a1a2
= ⟨Ψ|a1a2

dim(H)∑
j=1

dim(H)∑
k=1

|ϕj⟩a2
|ϕk⟩s ⟨ϕk|a2

⟨ϕj |s − Ia2+s

 |Ψ⟩a1a2
⊗
∑
k

|ϕk⟩ ⟨ϕk|s

=
∑
j,k

(⟨Ψ|a1a2
⊗ Is)

√
sj |j⟩a1

|ϕk⟩a2
|ψj⟩s ⟨ϕk|s

=

jmax∑
j=1

sj |ψj⟩s

(∑
k

(⟨ψj |ϕk⟩) ⟨ϕk|s

)

=

jmax∑
j=1

sj |ψj⟩ ⟨ψj |s = H. □. (1.57)

純粋化密度行列 ρ に対する量子固有値変換/量子特異値変換は、密度状態 ρ で決まる何らかの状
態量 (例えば、von Neumann エントロピー S(ρ) など)の計算に利用される。その際に必要となる純
粋化密度行列のブロック埋め込みは、対象の密度行列 ρ の純粋化 |Ψ⟩ を用意するユニタリー Gρ と
SWAP ゲートさえ実現できれば良いと言うことがわかる。
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1.2.3 ブロック埋め込みの性質

前節では、いくつかハミルトニアンの例についてそのブロック埋め込みを構成したが、ここでは一
般にその構成に便利な幾つかの性質を導出する。具体的には、あるハミルトニアン H1, H2, ... につ
いてそのブロック埋め込みが既知であるとき、その和や積に対するブロック埋め込みの構成法を与
える。

Theorem 4. (線形和のブロック埋め込み)

ハミルトニアン Hi に対する (αi, a)-encoding OHi が既知であるとして、その線形和で与えら
れるハミルトニアン

H =

imax∑
i=1

βiHi, βi > 0 (1.58)

を考える。補助系 a に加えて {|i⟩b}
imax
i=1 の自由度をもつ補助系 b を用意して

OH = (Gb ⊗ Ia+s)
†

(
imax∑
i=1

|i⟩ ⟨i|b ⊗OHi

)
(Gb ⊗ Ia+s) (1.59)

で OH を定める。ただし、補助系 b に対するユニタリーゲート Gb は

Gb |0⟩b =
imax∑
i=1

√
αiβi
α

|i⟩b , α =

imax∑
i=1

αiβi (1.60)

となるよう与える。このとき、

(⟨0|b ⟨0|a ⊗ Is)OH(|0⟩b |0⟩a ⊗ Is) =
H

α
(1.61)

を満たし、OH は線形和 H の (
∑

i αiβi, a+ ⌈log2 imax⌉)-encoding を与える。

Proof.— 具体的に、(1.61)式の成立を証明する。

(⟨0|b ⟨0|a ⊗ Is)OH(|0⟩b |0⟩a ⊗ Is) =
∑
i,i′,i′′

√
αiβi
α

√
αi′′βi′′

α
⟨i|i′⟩b ⟨i

′|i′′⟩b ⟨0|OHi |0⟩a

=
∑
i

αiβi
α

· Hi

αi

=
H

α
. □ (1.62)

この性質により、ブロック埋め込みが既知であるようなハミルトニアンの複合系に対して効率的に
ブロック埋め込み埋め込みを構成する事が可能である。また、ユニタリー線形結合に対するブロック
埋め込みは本定理の特殊な場合と捉えることもできる。各ユニタリー演算子 Uj のブロック埋め込
みは 係数 αj = 1, 補助量子ビット数 a = 0 として Uj そのものである。本定理を適用することで、
(1.25)式のブロック埋め込みを得ることができる。

Theorem 5. (積のブロック埋め込み)

ハミルトニアン Hi に対する (αi, ai)-encoding OHi
が与えられているとき、その積 H1H2 の

ブロック埋め込みは
OH1H2

= (OH1
⊗ Ia2

)(Ia1
⊗OH2

) (1.63)

で与えられ、(α1α2, a1 + a2)-encoding である。
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Proof.— 補助量子ビット状態 |0⟩a1
⊗ |0⟩a2

を用意すると、

(⟨0|a1
⊗ ⟨0|a2

)OH1H2
(|0⟩a1

⊗ |0⟩a2
) = ⟨0|OH1

|0⟩a1
⟨0|OH2

|0⟩a2

=
H1H2

α1α2
. □ (1.64)

1.3 量子ビット化 (Qubitization)

エルミート行列 H の規格化を行って ∥H∥ ≤ 1, α = 1 としてその (1, a)-encoding OH が構成
できているとする。前節までの議論で見たように、ブロック埋め込みは最も単純な量子固有値変換
f(x) = x (すなわち、|ψ⟩ → H |ψ⟩) を与える。では、より一般的な関数 f(x) についてはどのよう
に量子固有値変換を実装できるであろうか？結論としては、ブロック埋め込み OH を複数回用いる
ことによって、より複雑な多項式関数 f(x) を実現できる。ここでは、まずそのために必要な “量子
ビット化 (Qubitization)” を導入する。

1.3.1 ブロック埋め込みの量子ビット化

ブロック埋め込み OH は a 量子ビットを持つ補助系と系サイズ N の注目系上で定義される 2a+N

次元の巨大なユニタリー行列である。量子ビット化で試みることは、このブロック埋め込み OH を
有効的な 2× 2 のユニタリー行列、すなわち 1 量子ビット系に対するユニタリーゲートとして表現
することである。ブロック埋め込みをこのように極端に単純な形で表せば、従来の 1量子ビット系の
操作で知られる理論 (具体的には、量子信号処理)を適用することができ、それによって複雑な多項
式関数 f(H) が実現できることを後々見る。

まずエルミート行列 H のブロック埋め込み OH の H の各固有状態 |λ⟩ (固有値 λ ∈ (−1, 1)) に
対する作用を考える。ブロック埋め込みの定義上 λ = ±1 も許されるが、その場合はのちに議論す
ることにする。(1.18) 式での計算と同じように、射影演算子

P0 = |0⟩ ⟨0|a ⊗ Is, P⊥ = I − P0 (1.65)

を用いるとブロック埋め込みの定義 (1.15) 式より

OH |0⟩a |λ⟩ = P0OH |0⟩a |λ⟩+ P⊥OH |0⟩a |λ⟩

= |0⟩aH |λ⟩+ P⊥ |0⟩a |λ⟩

= λ |0⟩a |λ⟩+ P⊥ |0⟩a |λ⟩ (1.66)

のように計算される。右辺第１項と第２項の直交性より右辺第２項のノルムは

∥P⊥OH |0⟩a |λ⟩∥ =

√
∥OH |0⟩a |λ⟩∥

2 − ∥λ |0⟩a |λ⟩∥
2

=
√
1− λ2 (1.67)

であるので、規格化を行って

|Ψ⊥
λ ⟩ ≡

1√
1− λ2

P⊥OH |0⟩a |λ⟩ , (⟨0|a ⟨λ|) |Ψ
⊥
λ ⟩ = 0 (1.68)
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という量子状態で表現しよう。このとき、ブロック埋め込み OH の作用は

OH |0⟩a |λ⟩ = λ |0⟩a |λ⟩+
√
1− λ2 |Ψ⊥

λ ⟩ (1.69)

というように書き表せる。

ブロック埋め込み OH が |0⟩a |λ⟩ に作用したとき、その出力となる量子状態は本来 2a+N 次元の
複雑なベクトルであるが、(1.69) 式はそれが SB

λ = {|0⟩a |λ⟩ , |Ψ⊥
λ ⟩} の有効的な 2次元の正規直交状

態で表現でき、なおかつその重みが丁度固有値 λ であることを意味している。表現が簡単化された
のは単に出力の複雑な部分を |Ψ⊥

λ ⟩ と置いているからで、その中身については分からない。ただ、前
者の状態 |0⟩a |λ⟩ とは

P0 |0⟩a |λ⟩ = |0⟩a |λ⟩ , P⊥ |Ψ⊥
λ ⟩ = |Ψ⊥

λ ⟩ (1.70)

と射影演算子によって区別されており、のちに議論するようにこの情報さえあれば十分である。

さて、量子ビット化 (qubitization)の目的はブロック埋め込み OH を有効的な 2× 2 のユニタリー
行列として表現することである。ここで出力された 2次元の正規直交状態 SB

λ = {|0⟩a |λ⟩ , |Ψ⊥
λ ⟩} に

よって可能に見えるが、OH はこの部分空間で閉じている訳ではないことに注意しなければならな
い。すなわち、一般には

OH |Ψ⊥
λ ⟩ /∈ span(SB

λ ) (1.71)

であるため、OH は SB
λ を基底とする 2× 2 行列で表現することができない。これを解決するには、

OH |Φ⊥
λ ⟩ ∈ span(SB

λ ) となるような入力に対する新しい正規直交状態 |Φ⊥
λ ⟩ を定めれば良い。具体的

には
|Φ⊥

λ ⟩ ≡ O†
H

(√
1− λ2 |0⟩a |λ⟩ − λ |Ψ⊥

λ ⟩
)

(1.72)

で新しい as 上の量子状態 |Φ⊥
λ ⟩ を定める。これは、⟨Φ⊥

λ |Φ⊥
λ ⟩ = 1 と規格化され、なおかつ OH を

作用させた時の出力

OH |Φ⊥
λ ⟩ =

√
1− λ2 |0⟩a |λ⟩ − λ |Ψ⊥

λ ⟩ ∈ span(SB
λ ) (1.73)

が (1.69) 式と直交するように逆算して定められている。実際、この直交性により

(⟨0|a ⟨λ|) |Φ
⊥
λ ⟩ = (⟨0|a ⟨λ|)O

†
H

(√
1− λ2 |0⟩a |λ⟩ − λ |Ψ⊥

λ ⟩
)

=
(
λ ⟨0|a ⟨λ|+

√
1− λ2 ⟨Ψ⊥

λ |
)(√

1− λ2 |0⟩a |λ⟩ − λ |Ψ⊥
λ ⟩
)

= 0 (1.74)

であるから、SA
λ = {|0⟩a |λ⟩ , |Ψ⊥

λ ⟩} も正規直交系を成す。また (1.70) 式と同様に、この 2状態につ
いても射影演算子 P0, P⊥ を用いて

P0 |0⟩a |λ⟩ = |0⟩a |λ⟩ , P⊥ |Φ⊥
λ ⟩ = |Φ⊥

λ ⟩ (1.75)

で区別されることからもこの直交性は確かめられる。後者は、λ ̸= ±1 において

P0 |Φ⊥
λ ⟩ = P0O

†
H

(√
1− λ2 |0⟩a |λ⟩ − λ |Ψ⊥

λ ⟩
)

= P0O
†
H

(√
1− λ2 |0⟩a |λ⟩ −

λ√
1− λ2

(OH − λ) |0⟩a |λ⟩
)

=
1√

1− λ2
P0O

†
H (|0⟩a |λ⟩ − λOH |0⟩a |λ⟩)

=
1√

1− λ2
|0⟩a (H − λ) |λ⟩

= 0 (1.76)
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に由来する (ただし、⟨0|O†
H |0⟩a = H† = H を用いた)。

(1.69) 式、(1.73) 式をまとめると、

OH

(
|0⟩a |λ⟩
|Φ⊥

λ ⟩

)
=

(
λ

√
1− λ2√

1− λ2 −λ

)(
|0⟩a |λ⟩
|Ψ⊥

λ ⟩

)
(1.77)

となることから、入力の基底を SA
λ、出力の基底を SB

λ として

OH ∼

(
λ

√
1− λ2√

1− λ2 −λ

)
A→B

(1.78)

というように、2× 2 の行列として有効的に表すことができる。添字 A→ B は基底が SA
λ から SB

λ

へと変更されていることを意味する。今、λ ∈ (−1, 1) より θλ = arccos(λ) とおくと、Pauli 行列
X,Y, Z を用いて

OH ∼ (cos θλZ + sin θλX)A→B =
(
ZeiθλY

)
A→B

(1.79)

とも表せ、これは 1 量子ビット上でのユニタリー演算子である。このように、元は指数的に大きな
サイズのブロック埋め込み OH を適切に入出力の 2次元基底を定め 1 量子ビット上のユニタリーと
して表現することを量子ビット化 (qubitization)と呼ぶ。

量子ビット化の注意点をいくつか述べておく。まず、上記までの定式化では固有値 λ ∈ [−1, 1] に
対して λ = ±1 を除いていたが、 (1.78) 式の行列表示は λ = ±1 でも有効である。λ = ±1 におい
ては |Ψ⊥

λ ⟩, |Φ⊥
λ ⟩ は未定義であるものの、(1.78)式の非対角成分はゼロであるため |0⟩a |λ⟩ を入力と

したとき |Ψ⊥
λ ⟩ は現れない。よって、|Ψ⊥

λ ⟩ は (1.70) 式のように P⊥ |Ψ⊥
λ ⟩ = |Ψ⊥

λ ⟩ を満たし |0⟩a |λ⟩
と直交するような状態を適当に選べば良い。もう一つの直交状態 |Φ⊥

λ ⟩ は、(1.78) 式の行列表示と辻
褄が合うように |Φ⊥

λ ⟩ = −λ−1 |Ψ⊥
λ ⟩ と定めておけば良い。もう一つの注意点は、ブロック埋め込み

の共役 O†
H の作用である。(1.69), (1.73) 式の両辺に O†

H を作用させることで、 O†
H は

O†
H ∼

(
λ

√
1− λ2√

1− λ2 −λ

)
B→A

=
(
ZeiθλY

)
B→A

(1.80)

と行列表示できることがわかる。すなわち、O†
H もブロック埋め込みと同様に量子ビット化できる一

方で、その基底変換が元々とは逆に SB
λ → SA

λ となっている。ブロック埋め込みのユニタリー性はこ
の行列表示からも確かめることができ、

O†
HOH ∼

(
ZeiθλY

)
B→A

(
ZeiθλY

)
A→B

=
(
ZeiθλY ZeiθλY

)
A→A

= IA→A (1.81)

である。

量子ビット化の手続きによって、ブロック埋め込み OH とその共役 O†
H は有効的に固有値 λ に応

じた回転角 θλ の Y 回転と位相反転 Z の合成 ZeiθλY というように解釈できる。量子固有値変換で
はブロック埋め込みとその共役を繰り返し利用するが、それを 1 量子ビット上の回転の合成という
解析可能な形を与えるものとなっている。
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1.3.2 量子ビット空間の位相回転

ブロック埋め込み OH は、f(x) = x という最も単純な量子固有値変換を与えるとともに、適切な
2次元正規直交基底の元で 1量子ビット系での “y 軸回転と位相反転”を与えることを見た。ここで
は、量子固有値変換で必要なもう一つの要素である有効 1 量子ビット上の “z軸回転” を与える。

まず、補助系 a のみに非自明に作用するユニタリーゲートとして、

Uϕ = eiϕ(2|0⟩⟨0|a−Ia) ⊗ Is = eiϕP0 + e−iϕ(I − P0), ϕ ∈ R (1.82)

を考えよう。このようなゲートは、追加の補助量子ビットを一つ (a′ でラベルする)だけ用意して、

CΠNOT = (|0⟩ ⟨0|)a ⊗Xa′ + (Ia − |0⟩ ⟨0|a)⊗ Ia′ (1.83)

という、O(log a) ゲートで実装できる制御ゲートを用いると実現できる。実際、補助系 a の任意状
態 |φ⟩a に対して

CΠNOT(e−iϕZa′ ⊗ Ia)CΠNOT |φ⟩a |0⟩a′ =
{
eiϕ |0⟩a ⟨0|φ⟩a + e−iϕ(I − |0⟩ ⟨0|a) |φ⟩a

}
|0⟩a′

= (Uϕ |φ⟩a) |0⟩a′ (1.84)

となる。また、ここで現れる ϕ ∈ R は新たに導入した補助 1 量子ビット上の Pauli Z 回転の回転角
であるので制御可能なパラメータである。

このように構成したユニタリーゲート Uϕ が入出力の 2次元正規直交系 SA
λ と SB

λ で z 軸回転を
与える。まず、SA

λ の直交基底に関して、射影 P0, P⊥ に対する作用 (1.75) 式から

Uϕ |0⟩a |λ⟩ = eiϕP0 |0⟩a |λ⟩

= eiϕ |0⟩a |λ⟩ (1.85)

Uϕ |Φ⊥
λ ⟩ = e−iϕ(1− P0) |Φ⊥

λ ⟩

= e−iϕ |Φ⊥
λ ⟩ (1.86)

と計算される。有効的な 2× 2 行列で表示すると

Uϕ ∼

(
eiϕ 0

0 e−iϕ

)
A→A

=
(
eiϕZ

)
A→A

(1.87)

と表せる。ユニタリーゲート Uϕ も有効 1量子ビット系の操作として解釈できる一方で、ブロック埋
め込み OH の量子ビット化と異なり入出力の前後でも基底は SA

λ で保たれていることに注意する。
同じように、直交基底 SB

λ に対しても全く同様の関係式 (1.70) から

Uϕ ∼

(
eiϕ 0

0 e−iϕ

)
B→B

=
(
eiϕZ

)
B→B

(1.88)

とも表せる。確かに、入出力時の基底の選択によらず、Uϕ によって有効 1量子ビット系における z

軸周りの回転を生成できている。

1.4 量子固有値変換

量子固有値変換 |ψ⟩ → f(H) |ψ⟩ は、ブロック埋め込み OH とその共役 O†
H , および補助量子ビッ

ト上の回転 Uϕ の合成によって実行される。先の量子ビット化の手続きから、それらのユニタリー
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ゲートは 1 量子ビット上の回転として解釈できるため、量子固有値変換は 1 量子ビット上の回転の
合成と捉えることもできる。ここでは、簡単な回転の合成の例を見てから、その一般論 (量子信号処
理, quantum signal processing)を議論する。

1.4.1 量子ビット空間での回転の合成

ブロック埋め込み OH や補助量子ビット系の回転 Uϕ は有効的に 1量子ビット上の操作として捉
えられることをみたが、その合成も考えることができる。例えば、積 UϕOH を |0⟩a |λ⟩ に作用させ
ると

UϕOH |0⟩a |λ⟩ = Uϕ

(
λ |0⟩a |λ⟩+

√
1− λ2 |Ψ⊥

λ ⟩
)

= eiϕλ |0⟩a |λ⟩+ e−iϕ
√
1− λ2 |Ψ⊥

λ ⟩ (1.89)

となる。同様にして、
UϕOH |Φ⊥

λ ⟩ = eiϕ
√
1− λ2 |0⟩a |λ⟩ − e−iϕλ |Ψ⊥

λ ⟩ (1.90)

である。これは、UϕOH が 入力側の基底 SA
λ = {|0⟩a |Φ⊥

λ ⟩}、出力側の基底 SB
λ = {|0⟩a |Ψ⊥

λ ⟩} に対
して、

UϕOH ∼

(
eiϕλ eiϕ

√
1− λ2

e−iϕ
√
1− λ2 −e−iϕλ

)
A→B

=
(
eiϕZ · ZeiθλY

)
A→B

(1.91)

と書ける。Uϕ, OH は有効的な 1量子ビット空間で各 (eiϕZ)B→B , (Ze
iθλY )A→B と行列表示できる

ことから、これは積 UϕOH を表す行列は構成要素の行列表示を計算すればよいということを意味し
ている。ただし、このように単純な行列計算に帰着する際には入出力の基底が一致しているかどうか
に注意する。UϕOH を通じて基底が A → B に変換されていることから、ここから更に回転を合成
するには B → A に変換する O†

H を用いる。この時は、
O†

HUϕOH ∼ (ZeiθλY )B→A(e
iϕZ)B→B(Ze

iθλY )A→B

= (ZeiθλY eiϕZZeiθλY )A→A

=

(
2i(sinϕ)λ2 + e−iϕ 2i(sinϕ)λ

√
1− λ2

2i(sinϕ)λ
√
1− λ2 −2i(sinϕ)λ2 + eiϕ

)
A→A

(1.92)

と計算される。OH , O†
H , Uϕ は補助系を合わせた巨大な Hilbert 空間上のユニタリー操作であるが、

その積は有効 1量子ビット空間上の回転 (SU(2)回転)の合成とみなして簡単に計算ができる。それ
らの実際の作用は基底の変換が A→ A となっていることから、

O†
HUϕOH |0⟩a |λ⟩ =

{
2i(sinϕ)λ2 + e−iϕ

}
|0⟩a |λ⟩+

{
2i(sinϕ)λ

√
1− λ2

}
|Φ⊥

λ ⟩ , (1.93)

O†
HUϕOH |Φ⊥

λ ⟩ =
{
2i(sinϕ)λ

√
1− λ2

}
|0⟩a |λ⟩+

{
−2i(sinϕ)λ2 + e−iϕ

}
|Φ⊥

λ ⟩ (1.94)

である。

さて、上記のような有効 1量子ビット上の回転の合成が非自明な量子固有値変換を与えているこ
とを見る。注目系の任意の状態 |ψ⟩ =

∑
λ cλ |λ⟩ に対して、O†

HUϕOH の作用は線形性から
O†

HUϕOH |0⟩a |ψ⟩ = |0⟩a
∑
λ

{
2i(sinϕ)λ2 + e−iϕ

}
cλ |λ⟩+ |Φ⊥(ψ)⟩

= |0⟩a
{
2i(sinϕ)H2 + e−iϕ

}
|ψ⟩+ |Φ⊥(ψ)⟩ , (1.95)

|Φ⊥(ψ)⟩ =
∑
λ

{
2i(sinϕ)λ

√
1− λ2

}
cλ |Φ⊥

λ ⟩ (1.96)
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|0⟩a
OH

Uϕq

O†
H

Uϕq−1

OH

· · ·
O†

H

Uϕ1





|ψ⟩ · · · f(H) |ψ⟩

図 1.3: 量子固有値変換の量子回路

と書ける。ここで、新たに定義した状態 |Φ⊥(ψ)⟩ は (1.75) 式により (|0⟩ ⟨0|a ⊗ I) |Φ⊥(ψ)⟩ = 0 を満
たし、第１項とは直交している。そこで、得られた合成系に対して補助量子系のみを {P0, P⊥} の組
で射影測定し、|0⟩a が測定される事象を事後選択する。そのような事後選択が成功する確率は∥∥∥P0O

†
HUϕOH |0⟩a |ψ⟩

∥∥∥2 =
∥∥{2i(sinϕ)H2 + e−iϕ

}
|ψ⟩
∥∥2 (1.97)

であり、事後選択後の状態は

P0O
†
HUϕOH |0⟩a |ψ⟩∥∥∥P0O
†
HUϕOH |0⟩a |ψ⟩

∥∥∥ = |0⟩a ⊗
{
2i(sinϕ)H2 + e−iϕ

}
|ψ⟩

∥{2i(sinϕ)H2 + e−iϕ} |ψ⟩∥
(1.98)

である。したがって、回転の合成 O†
HUϕOH によって |ψ⟩ →

{
2i(sinϕ)H2 + e−iϕ

}
|ψ⟩ とする量子固

有値変換が行えるということが結論づけられる。ここで現れた 2次多項式 f(x) = 2i(sinϕ)x2 + e−iϕ

は (1.92) 式に現れる行列成分に由来しており、また制御可能なパラメータ ϕ によってある程度様々
な形を取ることができる。

上記の例から、より一般の関数 f(x) に対する量子固有値変換の構成は、ブロック埋め込み OH ,

O†
H と制御可能パラメータを持つ補助系の回転 Uϕ の積を用いることでできる。そして、その問題は
有効 1量子ビット上の 2× 2行列で表される回転の合成がその行列要素に目的の関数 f(x) をと持つ
かどうかという極めて単純な問題に帰着される (元々の Hilbert 空間が系サイズについて指数的に大
きいにもかかわらず！)。

1.4.2 量子固有値変換と量子信号処理

前節で見たように、ブロック埋め込み OH , O†
H と補助系のユニタリーゲート Uϕ による有効 1 量

子ビット上の回転の合成によって H の 2 次式の量子固有値変換を実行できる。一般の量子固有値変
換 |ψ⟩ → f(H) |ψ⟩ は、これらの回転の合成の一般化によって行われる。量子固有値変換を行う演算
子を次のように定義する。

Definition 6. (量子固有値変換における量子信号処理演算子)

制御可能パラメータ ϕ⃗q ∈ Rq に対して、q次の量子固有値変換演算子を、

QET[ϕ⃗q] =

Uϕ1
OH

∏(q−1)/2
i=1

[
Uϕ2i

O†
HUϕ2i

OH

]
if q; 奇数,∏q/2

i=1

[
Uϕ2i+1O

†
HUϕ2iOH

]
if q; 偶数

(1.99)

で定義する。

上記の定義を量子回路で図示すると図 1.3のようになる。量子固有値変換 QET[ϕ⃗q] がどのような
作用を持つか考えよう。まず次数 q が奇数の時に着目する。2次元基底 SA

λ = {|0⟩a |Φ⊥
λ ⟩}, SB

λ =
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{|0⟩a |Ψ⊥
λ ⟩} を用いた行列表示を用いると、

QET[ϕ⃗q] ∼
(
eiϕ1Z

)
B→B

(
ZeiθλY

)
A→B

(q−1)/2∏
i=1

{
eiϕ2iZZeiθλY eiϕ2i+1ZZeiθλY

}
A→A

=

{
q∏

i=1

(
eiϕiZZeiθλY

)}
A→B

(1.100)

となる。ここで、変数 x = cos θx に対して 2× 2 行列

S[ϕ⃗q](x) ≡
q∏

i=1

(
eiϕiZZeiθxY

)
=

(
S11[ϕ⃗q](x) S12[ϕ⃗q](x)

S21[ϕ⃗q](x) S22[ϕ⃗q](x)

)
(1.101)

を定めると、
QET[ϕ⃗q] |0⟩a |λ⟩ = S11[ϕ⃗q](λ) |0⟩a |λ⟩+ S21[ϕ⃗q](λ) |Ψ⊥

λ ⟩ (1.102)

である。一般の状態 |ψ⟩ =
∑

λ cλ |ψ⟩ に対しては

QET[ϕ⃗q] |0⟩a |ψ⟩ = |0⟩a S11[ϕ⃗q](H) |ψ⟩+
∑
λ

cλS21[ϕ⃗q](λ) |Ψ⊥
λ ⟩ (1.103)

となる。従って、射影測定の組 {P0, P⊥}で補助系を測定して |0⟩a に見出した場合を事後選択すれば、

|0⟩a ⊗
S11[ϕ⃗q](H) |ψ⟩∥∥∥S11[ϕ⃗q](H) |ψ⟩

∥∥∥ (1.104)

という状態を用意できる。これは、関数 S11[ϕ⃗q](x) による量子固有値変換 |ψ⟩ → S11[ϕ⃗q](H) |ψ⟩ に
他ならない。この操作の成功確率は p0 =

∥∥∥S11[ϕ⃗q](H) |ψ⟩
∥∥∥2 である。次数 q が偶数の場合は、出力

される基底が異なり (1.103) 式中の |Ψ⊥
λ ⟩ が |Φ⊥

λ ⟩ へと置換されるのみで同様の手順で量子固有値変
換 |ψ⟩ → S11[ϕ⃗q](H) |ψ⟩ が実行される。

以上から、一連のブロック埋め込み OH , O†
H と補助系のユニタリーゲート Uϕ によって、関数

S11[ϕ⃗q](x) の量子固有値変換を与えることができる。ここで、ブロック埋め込みの利用回数である次
数 q ∈ N と補助系上の 1 量子ビットゲートの回転角からなるパラメータセット ϕ⃗q ∈ Rq は制御可能
であり、それに応じて様々な関数 S11[ϕ⃗q](x) を実現できる。

例: Chebyshev 多項式

Definition 6 で定義される量子固有値変換により実現できる関数 S11[ϕ⃗q](x) について、簡単な例
から考える。パラメータセット ϕ⃗q ∈ R として、

ϕi =

(q − 1)π2 (i = 1)

−π
2 (i = 2, 3, . . . , q)

(1.105)

を選ぶ。このとき (1.99) 式の行列成分は

S[ϕ⃗q](x) = ei(q−1)(π/2)ZZeiθxY
(
e−i(π/2)ZZeiθxY

)q−1

= ei(q−1)(π/2)(Z−I)ZeiqθxY

=

(
Tq(x) Uq−1(x)

√
1− x2

(−1)q−1Uq−1(x)
√
1− x2 (−1)qTq(x)

)
(1.106)
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となる。ここで、次のように第 1種, 第 2種 Chebyshev 多項式と呼ばれる q 次多項式 Tq(x), Uq(x)

を利用した:

Tq(x) = cos qθx = cos(q arccos(x)), (1.107)

Uq(x) =
sin(q + 1)θx

sin θx
=

sin((q + 1) arccosx)

sin(arccos x)
. (1.108)

故に、 S11[ϕ⃗q](x) = Tq(x) であり、このようなパラメータセットで一連の Chebyshev 多項式による
量子固有値変換

|ψ⟩ → Tq(H) |ψ⟩ (1.109)

が実装できる。Chebyshev 多項式は低次から

T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x, . . . (1.110)

で与えられ、このような量子固有値変換は Grover 探索アルゴリズム, 量子振幅増幅アルゴリズムで
利用される [Gro97]。

量子信号処理

量子固有値変換 QET[ϕ⃗q] で実行可能な関数の具体例として Chebyshev 多項式を与えたが、パラ
メータセット ϕ⃗q と次数 q を制御することで他にも様々な関数を実現できる。どのような関数が可能
かは、(1.101) 式で与えられる 2× 2 行列の積

S[ϕ⃗q](x) ≡
q∏

i=1

(
eiϕiZZeiθxY

)
=

(
S11[ϕ⃗q](x) S12[ϕ⃗q](x)

S21[ϕ⃗q](x) S22[ϕ⃗q](x)

)
(1.111)

の成分 S11[ϕ⃗q](x) で完全に特徴づけられる。このような問題は量子信号処理 (Quantum Signal Pro-

cessing, QSP) と呼ばれ、元々は核磁気共鳴 (Nuclear Magnetic Resonance, NMR)において、未知
の信号 x に対して制御可能な ϕ⃗q の大きさをもつパルス列を印加することで信号の形状を望ましい
関数 S11[ϕ⃗q](x) へ変換するために用いられていた [Wim94, VC05]。量子信号処理で実現可能な関数
に関しては以下の事実が知られる。

Theorem 7. (量子信号処理で実現可能な関数)

(1.101) 式で定められる量子信号処理の演算子 S[ϕ⃗q](x) について、関数 S11[ϕ⃗q](x) = f(x) と
なるパラメータセット ϕ⃗q ∈ Rq が存在するための必要十分条件は

⟨7-a⟩ f(x) は次数 q 以下の x の複素多項式関数で f(x) =
∑q

k=0 ckx
k (ck ∈ C) と書ける

⟨7-b⟩ f(−x) = (−1)qf(x), ∀x

⟨7-c⟩ |f(x)| ≤ 1 (∀x ∈ [−1, 1]) かつ |f(x)| ≥ 1 (∀x ∈ R\[−1, 1])

⟨7-d⟩ [qが偶数の時のみ] f∗(x) =
∑q

k=1 c
∗
kx

k と定めるとき、 f(ix)f∗(ix) ≥ 1 (∀x ∈ R)

の全てを満たすことである。

証明は 1.6 節で行う (Theorem 21 を参照)。また、 ⟨7-a⟩-⟨7-d⟩を全て満たす f(x) に対してそれが
11 成分となるようなパラメータセット ϕ⃗q を決定することも実際にアルゴリズムを実行する上で重要
な問題である。このパラメータ決定は q 次方程式の求解に帰着され poly (q) 時間の古典計算で実行



22 第 1章 量子固有値変換/量子特異値変換

できることが知られる。詳細は 1.6 節に譲って、ここではその帰結を用いて量子固有値変換を議論し
よう。前節までの議論から、量子固有値変換で実現可能な多項式について直ちに次のことが言える。

Proposition 8. (量子固有値変換で可能な関数)

Definition 6 で定まる QET[ϕ⃗q] による量子固有値変換 |ψ⟩ → f(H) |ψ⟩ において、実現可能な
関数 f(x) の必要十分条件は Theorem 7 中の条件 ⟨7-a⟩-⟨7-d⟩を満たすことである。

同時に、関数 f(x) の量子固有値変換が実装できるとき、その計算コストは以下のようになる。

• クエリ複雑性 (query complexity)

ハミルトニアン H を呼び出すブロック埋め込み OH またはその共役 O†
H を何回利用するか、

という量である。全体の回路深さに比例しており計算時間の指標を与える。多項式関数 f(x)

の次数が q のとき、条件 ⟨7-a⟩から量子固有値変換の次数も q である。すなわち、OH または
O†

H を合計 q 回利用するのでクエリ複雑性は多項式の次数 q に一致する。

• 補助量子ビット数
ブロック埋め込み OH に必要な a である。

• 成功確率
補助系を射影測定して |0⟩a に見出した場合を事後選択する。その成功確率は

p0 =
∥∥∥P0QET[ϕ⃗q] |0⟩a |ψ⟩

∥∥∥2 = ∥f(H) |ψ⟩∥2 (1.112)

である。なお、振幅増幅アルゴリズム (amplitude amplification) を用いることで回路深さを
O
(
1/
√
p0
) 倍にする代わりに成功確率を限りなく 1 に近づけることもできる。

ここでクエリ複雑性は、行列 H の内部構造を考えずそれを呼び出すブロック埋め込み OH , O
†
H の

みが与えられた時にその計算を行う (black-box simulation という)ための計算量を測る尺度であり、
実際の量子ゲートの複雑性とは異なることに注意する。確率 p0 で操作が成功することを考えると、
実際の量子固有値変換で必要な量子ゲート数の期待値は

1

p0
× q (nOH

+O(a)) (1.113)

である。nOH
はブロック埋め込み OH の構成に必要なゲート数 (1.2.2 節参照) であり、括弧内の第

２項 O(a) は (1.82) 式中の補助系上のユニタリーゲート Uϕ に必要なゲート数を意味する。

1.4.3 一般の多項式関数の量子固有値変換

Definition 6 による量子固有値変換によって実装可能な関数を量子信号処理から特徴付けたが、
Theorem 7 の条件 ⟨7-a⟩-⟨7-d⟩を満たす多項式関数 f(x) は限られている。例えば、条件 ⟨7-c⟩より
f(±1) = ±1 が言えるため、そうでない関数は直ちに実装できない。ここでは、より広いクラスの関
数を実装するための量子固有値変換を議論する。
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パリティを持つ実多項式関数

Theorem 7 の条件 ⟨7-a⟩-⟨7-d⟩を満たす複素多項式関数 f(x) の量子固有値変換が QET[ϕ⃗q] によっ
て実現されるとする。このとき、その共役 f∗(x)もまた条件 ⟨7-a⟩-⟨7-d⟩を満たすため、別の QET[ϕ⃗′q]

によって実現が可能である。具体的には、量子信号処理の演算子 S[ϕ⃗q]
† が 11 成分に S11[ϕ⃗q]

∗(x) を
持つため、

ϕ⃗′q = (−ϕq,−ϕq−1, . . . ,−ϕ1) (1.114)

と選べば良い。このとき、ユニタリ線型結合法と同様の方法で実多項式関数 Re[f ](x) = (f(x) +

f∗(x))/2 を実装できる。補助量子ビットを新たに一つ導入して、ユニタリーゲート

ORe[f ](H) = (Had⊗ I)
(
|0⟩ ⟨0| ⊗QET[ϕ⃗q] + |1⟩ ⟨1| ⊗QET[ϕ⃗′q]

)
(Had⊗ I) (1.115)

を定める。Had は Hadamard ゲートである。これを |0⟩ |0⟩a |ψ⟩ に作用させたのち、追加の 1 量子
ビットも含めて補助系を射影測定し |0⟩ |0⟩a の状態を事後選択すると、

⟨0| ⟨0|aORe[f ](H) |0⟩ |0⟩a |ψ⟩ =
1

2
(⟨0|+ ⟨1|) ⟨0|aORe[f ](H)(|0⟩+ |1⟩) |0⟩a |ψ⟩

=
⟨0|QET[ϕ⃗q]|0⟩a + ⟨0|QET[ϕ⃗′q]|0⟩a

2
|ψ⟩

= Re[f ](H) |ψ⟩ (1.116)

に比例する状態が得られる。よって、ユニタリーゲート ORe[f ](H) は |ψ⟩ → Re[f ](H) |ψ⟩ という新た
な量子固有値変換を与える。ここで、ORe[f ](H) という記法を用いたのは、⟨0| ⟨0|aORe[f ](H) |0⟩ |0⟩a =

Re[f ](H) を満たすブロック埋め込みを与えているためである。

さて、以上から実多項式関数 fR(x) の量子固有値変換が (1.115) 式によって実現可能かどうかは、
Re[f ](x) = fR(x) となり量子固有値変換を実装できる複素多項式関数 f(x) が存在するかどうかで決
まる。そのための必要十分条件も量子信号処理から以下の事実が知られる (導出は 1.6 節を参照)。

Theorem 9. (実多項式関数の量子信号処理)

実多項式関数 fR(x) に対して、Re[f ](x) = fR(x) となる Theorem 7 の条件 ⟨7-a⟩-⟨7-d⟩を全
て満たす複素多項式関数 f(x) が存在するための必要十分条件は、

⟨9-a⟩ fR(x) の次数が q 以下

⟨9-b⟩ fR(−x) = (−1)qfR(x) (
∀x ∈ C)

⟨9-c⟩ |fR(x)| ≤ 1 (∀x ∈ [−1, 1])

である。

上記の条件は元の ⟨7-a⟩-⟨7-d⟩に比べると極めて緩い。具体的に見ると |fR(x)| ≤ 1 (∀x ∈ [−1, 1])

は、一般的な関数形に対して fR(x) → fR(x)/maxx∈[−1,1] |fR(x)| という規格化によって常に満たす
ことができる。故に実質的な制約は ⟨9-b⟩による多項式関数 fR(x) が奇関数または偶関数でパリティ
を持たなければならないということのみである。この事実から直ちに (1.115) 式で実装可能な量子固
有値変換について次のことが言える。
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Theorem 10. (パリティを持つ実多項式関数の量子固有値変換)

次数 q の実多項式関数 fR(x) がパリティ条件 fR(−x) = (−1)qfR(x) (
∀x ∈ C) および規格化

条件 |fR(x)| ≤ 1 (∀x ∈ [−1, 1]) を満たすとき、

• 補助量子ビット数: a+ 1

• C[OH ] または C[OH ]† へのクエリ複雑性: 2q

で量子固有値変換 |ψ⟩ → fR(H) |ψ⟩ を行うユニタリー OfR(H) を構成できる。

ここで、補助量子ビット数 a+ 1 はブロック埋め込み OH に必要な a と (1.115) 式で必要な追加
の 1 量子ビットである。クエリ複雑性は (1.115) 式で QET の制御演算子を利用していることに伴
い、ブロック埋め込みの制御演算子である C[OH ], C[OH ]† でカウントされていることに注意する。

一般の多項式関数

Theorem 10 によってパリティを持つ一般的な実多項式関数の量子固有値変換が実装できるように
なったが、同様の手法を使うことでより広いクラスの関数を与えることもできる。例えば、パリティ
を持つとは限らない一般の実多項式関数の量子固有値変換については以下のことが成立する。

Theorem 11. (実多項式関数の量子固有値変換)

次数 q の実多項式関数 fR(x) が規格化条件 |fR(x)| ≤ 1/2 (∀x ∈ [−1, 1]) を満たすとき、

• 補助量子ビット数: a+ 2

• C[OH ] または C[OH ]† へのクエリ複雑性: 4q − 2

で量子固有値変換 |ψ⟩ → fR(H) |ψ⟩ を行うユニタリー OfR(H) を構成できる。

Proof.— 次数 q の実多項式関数 fR(x) は、

fR(x) = foddR (x) + f evenR (x), foddR (x) =
fR(x)− fR(−x)

2
, f evenR (x) =

fR(x) + fR(−x)
2

(1.117)

によってパリティを持つ実多項式関数 foddR (x), f evenR (x) に分解される。fR(x) の次数が q であると
き、foddR (x), f evenR (x) のうち一方が次数 q 以下, もう一方が q− 1 以下である。また、fR(x) の規格
化条件から

|foddR (x)| ≤ 1

2
, |f evenR (x)| ≤ 1

2
, ∀x ∈ [−1, 1] (1.118)

である。よって、実多項式関数 2foddR (x), 2f evenR (x) は Theorem 9 の条件 ⟨9-a⟩-⟨9-c⟩を満たし、そ
の量子固有値変換を行うユニタリー O2fodd

R (H), O2feven
R (H) を実装可能である。追加の補助量子ビッ

トを 1 つ用意して、

OfR(H) = (Had⊗ I)
(
|0⟩ ⟨0| ⊗O2fodd

R (H) + |1⟩ ⟨1| ⊗O2feven
R (H)

)
(Had⊗ I) (1.119)

というユニタリーを定めると、

⟨00| ⟨0|aOfR(H) |00⟩ |0⟩a |ψ⟩ =
⟨0| ⟨0|aO2fodd

R (H) |0⟩ |0⟩a + ⟨0| ⟨0|aO2feven
R (H) |0⟩ |0⟩a

2
|ψ⟩

= (foddR (H) + fevenR (H)) |ψ⟩

= fR(H) |ψ⟩ (1.120)
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である。補助量子ビット数は追加の 1量子ビットを含めた a+2 となり、クエリ複雑性は O2fodd
R (H),

O2feven
R (H) のうち一方が高々 2q, もう一方が高々 2(q−1)となるので合計して 4q−2である。 □

以上で一般の実多項式関数の量子固有値変換が実装できるようになったが、一般の複素多項式関
数も実部と虚部に分解することで同様に可能である。

Theorem 12. (複素多項式関数の量子固有値変換)

次数 q の複素多項式関数 f(x) が パリティ条件 (Re[f ](x) = (f(x) + f∗(x))/2, 虚部関数
Im[f ](x) = (f(x) − f∗(x))/2i が共に奇関数または偶関数) および 規格化条件 |f(x)| ≤ 1/2

(∀x ∈ [−1, 1]) を満たすとき、

• 補助量子ビット数: a+ 2

• C[OH ] または C[OH ]† へのクエリ複雑性: 高々 4q

で量子固有値変換 |ψ⟩ → f(H) |ψ⟩ を行うユニタリー Of(H) を構成できる。
次数 q の複素多項式関数 f(x) が 規格化条件 |f(x)| ≤ 1/4 (∀x ∈ [−1, 1]) を満たすとき、

• 補助量子ビット数: a+ 3

• C[OH ] または C[OH ]† へのクエリ複雑性: 高々 8q

で量子固有値変換 |ψ⟩ → f(H) |ψ⟩ を行うユニタリー OfR(H) を構成できる。

1.5 量子特異値変換

量子固有値変換を一般の行列へ拡張した量子特異値変換の定式化を行う。1.1 節で議論したように
一般の d2 × d1 行列 A は特異値分解

A =

rank(A)∑
n=1

σn |vn⟩ ⟨un| , σn ≥ 0, |un⟩ ∈ H1 ≃ Cd1 , |vn⟩ ∈ H2 ≃ Cd2 . (1.121)

ができる。各特異値を x→ f(x) と変換する操作と左右の特異ベクトルの基底変換を組み合わせて、

f (SV)(A) =



∑rank(A)
n=1 f(σn) |vn⟩ ⟨un| , : H1 → H2,∑rank(A)
n=1 f(σn) |un⟩ ⟨vn| , : H2 → H1,∑rank(A)
n=1 f(σn) |un⟩ ⟨un| , : H1 → H1,∑rank(A)
n=1 f(σn) |vn⟩ ⟨vn| , : H2 → H2.

(1.122)

のいずれかによって

|ψ⟩ ∈ H1 or H2 → (量子ゲート, 量子測定) → f (SV)(A) |ψ⟩ ∈ H1 or H2 (1.123)

とするような変換が量子特異値変換である。量子特異値変換は、単に量子固有値変換を一般化である
ことに加えて Grover 探索, 線形方程式問題, 量子位相推定など単純にエルミート行列では記述され
ない量子アルゴリズムに対しても簡潔かつ統一的な記述を与えるという役割を持つ (量子アルゴリズ
ムの大統一 [MRTC21])。一方で、量子固有値変換も量子特異値変換も実装可能な多項式関数やその
実装コストの観点からは等価であるため (1.5.4節)、量子特異値変換でしかできない量子アルゴリズ
ムがあるわけではないという点には注意する。
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量子特異値変換の定式化も基本的にはこれまでの量子固有値変換と同様のステップで行われる。異
なる点は、ブロック埋め込みや量子ビット化の手続きが一般の行列に拡張される点である。以降で
は、それらについて議論したのちに量子特異値変換の演算子を定め、実装可能な多項式関数を導く。

1.5.1 一般の行列のブロック埋め込み

エルミート行列 H のブロック埋め込みは、補助量子ビットを用意してその |0⟩a のブロック対角
な部分空間における作用が H に一致するようなユニタリーとして定義された。一般の行列への一般
化は、補助量子ビットの追加とブロック対角成分を与える部分空間を一般化することによって行われ
る。具体的には拡張されたブロック埋め込みを以下で定義する。

Definition 13. (一般化されたブロック埋め込み)

一般の行列 A ∈ Cd2×d1 : H1 → H2 に対するブロック埋め込み OA を次を満たす行列として
定める:

(13-a⟩ 部分空間に H1, H2 を持つ Hilbert 空間 H として、OA は H → H のユニタリーな正
方行列である。

(13-b⟩ Hilbert 空間 H から H1, H2 への射影演算子をそれぞれ Π1, Π2 として、

Π2OAΠ1 = A =

rank(A)∑
n=1

σn |vn⟩ ⟨un| (1.124)

が成り立つ。

条件 (13-a⟩は、補助量子ビットの導入による次元の追加を一般化したものである。条件 (13-b⟩がユ
ニタリー行列 OA のブロック対角成分に行列 A が埋め込まれていることを意味する。実際、Hilbert

空間 H = H1 ⊕H⊥
1 = H2 ⊕H⊥

2 に対して、 {H1,H⊥
1 }, {H2,H⊥

2 } の部分空間ごとにブロック表示
をすると、

OA =

(
A ∗
∗ ∗

)
(1.125)

と書ける。このようなブロック埋め込みが存在するための必要十分条件はエルミート行列の場合と同
じく ∥A∥ ≤ 1 である。この拡張されたブロック埋め込みの定義の具体例を見てみる。

例 1. エルミート行列.— エルミート行列 H のブロック埋め込み OH は、上記の定義で

H1 = H2 = H, Π1 = Π2 = |0⟩ ⟨0|a ⊗ Is (1.126)

とした場合である。補助量子ビット数が a であるときブロック埋め込み OH が定義される空間は
H = C2a ⊗H である。

例２. Grover 探索.— Grover の探索アルゴリズムは一様重ね合わせ状態

|ψ0⟩ =
1√
2n

∑
x∈{0,1}n

|x⟩n (1.127)

から、特定の条件を満たす探索問題の解 |x0⟩ (x0 ∈ {0, 1}) を計算する量子アルゴリズムである。
Grover 探索では、 |ψ0⟩ → |x0⟩ へ非ゼロの遷移振幅を持つユニタリーゲートを用いる。その代表例
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が Hadamard ゲートで
⟨x0|Had⊗n |ψ0⟩ =

1√
2n

̸= 0 (1.128)

となっている。これは行列 A = (1/
√
2n) |x0⟩ ⟨ψ0| のブロック埋め込みとなっている。実際、

H1 = {|ψ0⟩}, H2 = {|x0⟩}, Π1 = |ψ0⟩ ⟨ψ0| , Π2 = |x0⟩ ⟨x0| (1.129)

と定めると、(1.128) 式は Π2(Had⊗n)Π1 = A に他ならない。Grover 探索はこのブロック埋め込み
を用いた量子特異値変換と等価である [MRTC21]。

射影演算子 Π1,Π2

行列 A の特異ベクトル {|un⟩}n, {|vn⟩}n はそれぞれ Hilbert 空間 H1,H2 の正規直交系となって
いる。演算子 Π1,Π2 はこれらの次元 d1, d2 の空間への射影であるから、特異ベクトルを使って次の
ように表現することができる。

Π1 =

d1∑
n=1

|un⟩ ⟨un| , (1.130)

Π2 =

d2∑
n=1

|vn⟩ ⟨vn| . (1.131)

ただし上記の表式で、n = 1, 2, . . . , rank(A) の場合は |un⟩ , |vn⟩ を A の特異ベクトルに選ぶ。
rank(A) < n ≤ max(d1, d2) の場合の {|un⟩}n, {|vn⟩}n は Gram-Schmidt 直交化などによって
{|un⟩}d1

n=1, {|vn⟩}
d2
n=1 が H1,H2 の正規直交基底となるように選ぶ。このような射影演算子の表示は

後々の計算で有用となる。

1.5.2 量子ビット化

量子特異値変換の場合も量子固有値変換の場合と同様に、有効的な 1 量子ビット上での回転とし
てのブロック埋め込み OA の表示が可能である (量子ビット化)。加えて、量子固有値変換で導入し
た補助系上のユニタリー回転による有効 1 量子ビット上での回転は射影演算子 Π1,Π2 によって特徴
付けられる制御ユニタリーゲートによって実現できる。

ブロック埋め込み OA の量子ビット化

ブロック埋め込み OA が A の特異ベクトル |un⟩ (n = 1, 2, . . . , rank(A)) にどのように作用するか
を考える。ブロック埋め込みの定義より

OA |un⟩ = Π2OAΠ1 |un⟩+ (I −Π2)OAΠ1 |un⟩

= A |un⟩+ (I −Π2)OAΠ1 |un⟩

= σn |vn⟩+
√
1− σ2

n |Ψ⊥
n ⟩ , (1.132)

|Ψ⊥
n ⟩ =

1√
1− σ2

n

(OA |un⟩ − σn |vn⟩) (1.133)
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と表現できる。ここで、n = 1, 2, . . . , rank(A) で A |un⟩ = σn |vn⟩ であるという特異ベクトルの性質
[(1.121)式] を用いた。また、σn = 1 の場合に (1.133) 式による |Ψ⊥

n ⟩ が ill-defined となるがこれも
量子固有値変換の場合と同様に問題とならないようにできる。このように定義された状態は

Π2 |vn⟩ = |vn⟩ , Π2 |Ψ⊥
n ⟩ = 0 (1.134)

を満たし、また規格化 ⟨Ψ⊥
n |Ψ⊥

n ⟩ = 1 も満たす。従って、射影演算子 Π2 を用いて識別される正規直
交系 {|un⟩ , |Ψ⊥

n ⟩} によって 2次元正規直交系をなすことが出来る。これは OA |un⟩ の出力に対して
有効な 2次元基底であるが、入力に対して有効な 2 次元基底も定めることができる。

|Φ⊥
n ⟩ = O†

A

(√
1− σ2

n |vn⟩ − σn |Ψ⊥
n ⟩
)
, n = 1, 2, . . . , rank(A) (1.135)

を定める。状態 |un⟩ との直交性に関しては

Π1 |Φ⊥
n ⟩ = Π1O

†
A

(√
1− σ2

n |vn⟩ −
σn√
1− σ2

n

(OA |un⟩ − σn |vn⟩)

)

= Π1O
†
A

(
1√

1− σ2
n

Π1 |vn⟩ −
σn√
1− σ2

n

OA |un⟩

)

=
1√

1− σ2
n

(A† − σn) |vn⟩

= 0 (1.136)

となることから、
Π1 |un⟩ = |un⟩ , Π1 |Φ⊥

n ⟩ = 0 (1.137)

が言えることにより確かめられる。また、 ⟨Φ⊥
n |Φ⊥

n ⟩ = 1 であることも確かめられる。以上から、量
子固有値変換の場合と同様に、ブロック埋め込み OA の入出力に関する 2次元正規直交系を

SA
n = {|u⟩n , |Φ

⊥
n ⟩}, SB

n = {|v⟩n , |Ψ
⊥
n ⟩} (1.138)

によって導入しよう。この基底で (1.132), (1.135) 式を行列表示することで

OA ∼

(
σn

√
1− σ2

n√
1− σ2

n −σn

)
A→B

=
(
ZeiθσnY

)
A→B

, θσ = arccos(σ) (1.139)

という有効 1 量子ビット上のユニタリー回転を得る。また、その共役を取ることにより O†
A は

O†
A ∼

(
σn

√
1− σ2

n√
1− σ2

n −σn

)
A→B

=
(
ZeiθσnY

)
B→A

(1.140)

という行列表示を与える。

最後に、ここまでは n = 1, 2, . . . , rank(A) で A の特異ベクトル |un⟩ , |vn⟩ に対するブロック埋め
込みの行列表示を調べたが、 n > rank(A) についても正しいことを確かめよう。n > rank(A) では、
A |un⟩ = 0 より σn = 0 とみなすことが出来る。特異ベクトルの場合と異なる点として注意しなけれ
ばならないのが、|un⟩ , |vn⟩ の対応が必ずしも存在するわけでないことである。具体的には一般性を
失わずに d1 > d2 とすると、n = d2 +1, . . . , d1 における |vn⟩ が存在しないことが問題となる。すな
わち、入力 SA

n = {|un⟩ , |Φ⊥
n ⟩} における |Φ⊥

n ⟩ で張られる部分空間, 出力 SB
n = {|vn⟩ , |Ψ⊥

n ⟩} におけ
る |vn⟩ で張られる部分空間が ill-defined となる。しかし、σn = 0 における (1.139) 式の行列表示は
OA ∼ (X)A→B であり、量子特異値変換で実際に入力する状態 |un⟩ に作用させても ill-defined な部
分空間 span(|vn⟩)に成分を持つことがない。量子特異値変換の過程で続く O†

A の入力には span(|vn⟩)
の成分がないため、その出力に |Φ⊥

n ⟩が現れることもない。以上から、特異ベクトル |un⟩ , |vn⟩に限ら
ず H1,H2 の正規直交系をなすように構成した {|un⟩}d1

n=1, {|vn⟩}
d2
n=1 の各ベクトルについて (1.139),

(1.140) 式のよる量子ビット化は有効である。
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有効 1 量子ビット上の Z 回転

量子固有値変換では補助量子ビット上での回転演算子を用いて、有効 1量子ビット上の Z 回転
Uϕ ∼ (eiϕZ)A→A および (eiϕZ)B→B を構成した。量子特異値変換でも量子信号処理の構築のために
同様の操作が必要となるが、射影演算子 Π1,Π2 に基づいて定義できる。射影演算子 Π に対してユ
ニタリー演算子 UΠ

ϕ を
UΠ
ϕ = eiϕΠ+ e−iϕ(I −Π) (1.141)

によって定めよう。このようなユニタリー演算子は補助量子ビットを 1つ追加して

CΠNOT = Π⊗X + (I −Π)⊗ I (1.142)

という制御演算子を導入すると

UΠ
ϕ ⊗ I = CΠNOT(I ⊗ eiϕZ)CΠNOT (1.143)

によって実現できる。これは、1.3.2 節で議論した量子固有値変換における補助系の回転を一般化し
たものとなっている。ここでも回転角 ϕ ∈ R は 1量子ビット上の Z 回転の回転角であり制御可能
である。

ユニタリー演算子 UΠ
ϕ (Π = Π1,Π2) が有効的な 2次元空間で Z 回転を与えることを確かめる。議

論の簡単さのため、|un⟩ ∈ H1, |vn⟩ ∈ H2 が行列 A の特異ベクトルである場合を考えるが、そうで
ない H1, H2 の基底である場合も同様である。まず、入力 SA

n に関して (1.137) 式より直ちに

UΠ1

ϕ |un⟩ = eiϕΠ1 |un⟩ = eiϕ |un⟩ , (1.144)

UΠ1

ϕ |Φ⊥
n ⟩ = e−iϕ(I −Π1) |Φ⊥

n ⟩ = e−iϕ |Φ⊥
n ⟩ (1.145)

である。故に、UΠ1

ϕ は部分空間 SA
n 内で閉じていて

UΦ1

ϕ ∼

(
eiϕ 0

0 e−iϕ

)
A→A

=
(
eiϕZ

)
A→A

(1.146)

である。一方で、UΠ2

ϕ に対しても SB
n への作用を考えることで同様のことが言える。(1.134) 式の性

質から
UΦ2

ϕ ∼

(
eiϕ 0

0 e−iϕ

)
B→B

=
(
eiϕZ

)
B→B

(1.147)

である。従って、量子特異値変換に対しても有効 1 量子ビット上の Z 回転を構成することができる。
量子固有値変換と異なる点は、入力と出力の部分空間が H1, H2 と一致しないためにそのために必
要な操作も異なることである。

1.5.3 量子特異値変換の演算子

量子ビット化を通じて ZeiθσY の回転を与えるブロック埋め込み OA, O
†
A と eiϕZ の回転を与える

ユニタリー UΠ
ϕ を得ることができたので、それを元に量子特異値変換の演算子を次のように定める。
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Definition 14. (量子特異値変換における量子信号処理演算子)

制御可能パラメータ ϕ⃗q ∈ Rq に対して、q次量子信号処理演算子を、

QSVT[ϕ⃗q] =

U
Π1

ϕ1
OA

∏(q−1)/2
i=1

[
UΠ2

ϕ2i−2
O†

AU
Π1

ϕ2i−1
OA

]
if q; 奇数,∏q/2

i=1

[
UΠ2

ϕ2i−1
O†

AU
Π1

ϕ2i
OA

]
if q; 偶数

(1.148)

で定義する。

行列表示と基底の変換規則を考えると、

QSVT[ϕ⃗q] ∼


(∏q

i=1

{
eiϕiZZeiθσnY

})
A→B

if q; 奇数,(∏q
i=1

{
eiϕiZZeiθσnY

})
A→A

if q; 偶数
(1.149)

である。括弧中の演算子は 2× 2 のパウリ回転の積であり量子信号処理の (1.101) 式に他ならない。
その行列成分を

S[ϕ⃗q](x) ≡
q∏

i=1

(
eiϕiZZeiθxY

)
=

(
S11[ϕ⃗q](x) S12[ϕ⃗q](x)

S21[ϕ⃗q](x) S22[ϕ⃗q](x)

)
(1.150)

で表示するならば、量子固有値変換の場合と同様に |un⟩ を入力とした際の作用は

QSVT[ϕ⃗q] |un⟩ =

S11[ϕ⃗q](σn) |vn⟩+ S21[ϕ⃗q](σn) |Ψ⊥
n ⟩ , if q; 奇数,

S21[ϕ⃗q](σn) |un⟩+ S21[ϕ⃗q](σn) |Φ⊥
n ⟩ , if q; 偶数

(1.151)

である。まず次数 q; 奇数の場合に着目する。H1 上の任意の初期状態 |ψ⟩ =
∑

n cn |un⟩ に対して、
ユニタリー演算子 QSVT[ϕ⃗q] をかけたのち系を {Π2, I − Π2} の組で射影測定する操作を考えよう。
Π2 に相当する測定結果を得た際の状態の変化は

|ψ⟩ → Π2QSVT[ϕ⃗q]
∑
n

cn |un⟩

=
∑
n

cnS11[ϕ⃗q](σn) |vn⟩

≡ S11[ϕ⃗q]
(SV)(A) |ψ⟩ (1.152)

である。ただし演算子 S11[ϕ⃗q]
(SV)(A) は

S11[ϕ⃗q]
(SV)(A) =

∑
n

S11[ϕ⃗q]
(SV)(σn) |vn⟩ ⟨un| (1.153)

で定義され、(1.122) 式で導入した関数 S11[ϕ⃗q]
(SV)(x) に対する A の量子特異値となっていることが

わかる。次数 q; 偶数の場合は出力の基底が |un⟩ であることに対応して射影測定の組を {Π1, I−Π1}
に変更して事後選択を行う。操作後の状態は

S11[ϕ⃗q]
(SV)(A) =

∑
n

S11[ϕ⃗q]
(SV)(σn) |un⟩ ⟨un| (1.154)

として、|ψ⟩ → S11[ϕ⃗q]
(SV)(A) |ψ⟩ である。これは、(1.122) 式における出力を変えた別の量子特異

値変換となっている。いずれの量子特異値変換の成功確率も

p =
∥∥∥S11[ϕ⃗q]

(SV)(A) |ψ⟩
∥∥∥2 (1.155)

で与えられる。
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さて、量子特異値変換でどのような関数 f(x) が実現できるかを考えよう。これは結局、量子信号
処理でどのような関数 S11[ϕ⃗q](x) が実現できるかという問題に帰着されるので、量子固有値変換と
同様の結果が得られる:

Theorem 15. (量子特異値変換の実現可能な関数)

Definition 14 における次数 q の演算子 QSVT[ϕ⃗q] によって可能な量子特異値変換

|ψ⟩ ∈ H1 → f (SV)(A) |ψ⟩ =

(
∑

n f(σn) |vn⟩ ⟨un|) |ψ⟩ ∈ H2 if q; 奇数,
(
∑

n f(σn) |un⟩ ⟨un|) |ψ⟩ ∈ H1 if q; 偶数
(1.156)

で関数 f(x) が実現可能であるための必要十分条件は、f(x) が Theorem 7 の条件 ⟨7-a⟩-⟨7-d
⟩を全て満たすことである。また、その際のブロック埋め込み OA, O

†
A に対するクエリ複雑性

は q である。

関数 f(x) の制約を Theorem 7 の ⟨7-a⟩-⟨7-d⟩より緩和するためには、補助量子ビットを追加して
QSVT[ϕ⃗q] の制御演算子を用いることで可能である。例えば、関数 f(x) の量子特異値変換が実装可
能であるとき、f∗(x) も同じ条件を満たすことから同じ次数 q のある演算子 QSVT[ϕ⃗′q] によって実
装可能である。Theorem 10 に倣って補助量子ビットを 1 つ導入し、制御演算子

O
f
(SV)
R (A)

= (Had⊗ I)
(
|0⟩ ⟨0| ⊗QSVT[ϕ⃗q] + |1⟩ ⟨1| ⊗QSVT[ϕ⃗′q]

)
(Had⊗ I) (1.157)

によって実多項式関数 Re[f ](x) の量子特異値変換が可能である。逆に言えば、目的の実多項式関数
fR(x) に対して Re[f ](x) = fR(x) となり Theorem 7 で実現可能な f(x) が存在すると、fR(x) の量
子特異値変換も実装可能である。Theorem 10 と全く同様の議論から実現可能な実多項式関数は以下
の通りである。

Theorem 16. (パリティを持つ実多項式関数の量子特異値変換)

次数 q の実多項式関数 fR(x) がパリティ条件 fR(−x) = (−1)qfR(x) (
∀x ∈ C) および規格化

条件 |fR(x)| ≤ 1 (∀x ∈ [−1, 1]) を満たすとする。このとき、

• 追加の補助量子ビット数; 1

• C[OA], C[OA]
† へのクエリ複雑性; 2q

によって、量子特異値変換 |ψ⟩ → fR(A) |ψ⟩ を行うユニタリー O
f
(SV)
R (A)

を構成できる。

最後に量子特異値変換に関する注意点をいくつか述べておこう。Theorem 14 による演算子は、基
底を {|un⟩} → {|un⟩} または {|un⟩} → {|vn⟩} と変換するような量子特異値変換を与えたが、基底
変換の方法は (1.122) 式で示される 4通りがある。残り 2種類の

|ψ⟩ ∈ H2 → f (SV)(A) |ψ⟩ =

(
∑

n f(σn) |un⟩ ⟨vn|) |ψ⟩ ∈ H1,

(
∑

n f(σn) |vn⟩ ⟨vn|) |ψ⟩ ∈ H2,
(1.158)

の実装方法についても触れておこう。これは単純で、行列 A の特異値分解が (1.121) 式であるとき
そのエルミート共役が

A† =
∑
n

σn |un⟩ ⟨vn| (1.159)

と特異値分解されることを利用する。特異値は同じで左右の特異ベクトル |un⟩ , |vn⟩ の役割が入れ替
わっていることから、A† のブロック埋め込み OA† を用いて Definition 14 に従った量子特異値変換
を行えばこれらを実装可能である。なお、ブロック埋め込み OA† は

Π1O
†
AΠ2 = (Π2OAΠ1)

† = A† (1.160)
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より、OA† = O†
A である。Theorem ?? の帰結に基づくと、次数 q が奇数の場合に (1.122) 式の第 2

段目, 次数 q が偶数の場合に第 4段目の量子特異値変換が実装可能である。

次に注意すべき点が、パリティのない関数 f(x) の実装である。量子固有値変換の場合と同様に、
関数 f(x) = fodd(x) + feven(x) と分解しそれぞれの量子特異値変換の制御演算子を用いることで一
般の f(x) が実装可能であるように見える。しかし、量子特異値変換では次数 q の偶奇によってその
出力が変化する。具体的には∑

n

fodd(σn) |vn⟩ ⟨un|+
∑
n

feven(σn) |un⟩ ⟨un| (1.161)

は、H1 → H2 の写像と H1 → H1 の写像の和であるため H1 = H2 を除いて ill-defined である。特
にこれが各特異値 σn で閉じた多項式変換を与えるためには |vn⟩ = eiφn |un⟩ (∀n, φn ∈ R) でなけ
ればならない。このような条件を満たす A は

A =
∑
n

σne
iφn |un⟩ ⟨un| (1.162)

であり、対角化可能な一般の正方行列 (正規行列, normal matrix)である。このとき (1.161) 式で実
現されるのは ∑

n

{
fodd(σn)e

iφn + feven(σn)
}
|un⟩ ⟨un| (1.163)

という形の変換であることがわかる。位相 φn が未知であるときはこの多項式も未知であることに留
意する。

1.5.4 量子固有値/特異値変換の等価性

ここまで量子固有値変換の一般化として量子特異値変換を議論してきたが、実はその両者は等価で
あることを示そう。ここでいう等価とは、一方の変換が可能なときその変換 O(1) 回と追加の O(1)

量子ビットの補助系の利用によってもう一方の変換も実現できるということを意味する。すなわち、
ある特定の量子アルゴリズムが量子固有値変換または量子特異値変換のいずれかで実行できるとき、
もう一方の変換でも同じことは本質的に同じ計算コストで実行できるということである。

量子特異値変換→量子固有値変換.— まず、量子特異値変換によって量子固有値変換を実行できる
ことを示そう。A がエルミート行列で固有値 λn ∈ [−1, 1] のとき、スペクトル分解が

A =
∑
n

λnλn |λn⟩ ⟨λn| =
∑
n

|λn|(sign(λn) |λn⟩) ⟨λn| (1.164)

により、σn = |λn|, |un⟩ = |λn⟩, |vn⟩ = sign(λn) |λn⟩ とする特異値分解を与えていることがわかる。
次数 q; 奇数における量子特異値変換は

f (SV)(A) =
∑
n

f(|λn|)sign(λn) |λn⟩ ⟨λn|

=
∑
n

f(λn) |λn⟩ ⟨λn| = f(A) (1.165)

であり量子固有値変換に一致する。次数 q; 偶数 においても同様である。また量子固有値変換では、
多項式関数 f(x) がパリティを持たなくても Theorem 11 によって実装することができた。一方で、
量子特異値変換では一般にはできないものの正規行列であれば (1.163)式のように実装可能であった。



1.5. 量子特異値変換 33

今の場合、エルミート行列は eiφn = sign(λn) とした正規行列であるので、パリティのない関数も実
現可能である。以上から、量子固有値変換で実装可能な操作は全て量子特異値変換に包含される。

量子固有値変換→量子特異値変換.— 逆に、量子固有値変換が実行可能であれば量子特異値変換
も実行可能であることを示そう。量子特異値変換で用いる行列 A は d2 × d1 次元の正方行列とは
限らない行列であるが、ここでは一般性を失わずに d1 = d2 = d とする。これは、行列のサイズを
max(d1, d2)×max(d1, d2) に拡張して、空いた行列成分にゼロを入れることでいつでも可能である。
射影演算子 Π1,Π2 も一致し、 Π1 = Π2 = Π とする。このとき、一般のエルミートとは限らない正
方行列 A からエルミート行列 H を

H =

(
0 A

A† 0

)
(1.166)

によって定める。これは次元が 2倍に増えているので補助量子ビットを 1つ追加することで実現す
る。行列 H の固有多項式は

det(λ−H) = det(λ2 −A†A) (1.167)

であるので、A の特異値 σn, 特異ベクトル |un⟩ , |vn⟩ を使って H の固有値・固有ベクトルの組は次
のように与えられる;

固有値; λn,± = ±σn, 固有ベクトル; |λn,±⟩ =
1√
2

(
|un⟩
± |vn⟩

)
, n = 1, . . . , rank(A),

(1.168)

固有値; λun = 0, 固有ベクトル; |λun⟩ =

(
|un⟩
0

)
, n = rank(A) + 1, . . . , d, (1.169)

固有値; λvn = 0, 固有ベクトル; |λvn⟩ =

(
0

|vn⟩

)
, n = rank(A) + 1, . . . , d. (1.170)

エルミート行列 H に対してその量子固有値変換を行えば

f(H) =

rank(A)∑
n=1

∑
s=±

f(sσn) |λn,s⟩ ⟨λn,s|+
d∑

n=rank(A)+1

f(0)(|λun⟩ ⟨λun|+ |λvn⟩ ⟨λvn|)

=

d∑
n=1

1

2

(
(f(σn) + f(−σn)) |un⟩ ⟨un| (f(σn)− f(−σn)) |un⟩ ⟨vn|
(f(σn)− f(−σn)) |vn⟩ ⟨un| (f(σn) + f(−σn)) |vn⟩ ⟨vn|

)
(1.171)

を実装することができる。f(H) の次数 q は 奇数または 偶数 であり、それぞれの場合においてこの
量子固有値変換は

f(H) =



 0
∑

n f(σn) |un⟩ ⟨vn|∑
σ f(σn) |vn⟩ ⟨un| 0

 if q; 奇数,

 ∑
σ f(σn) |un⟩ ⟨un| 0

0
∑

n f(σn) |vn⟩ ⟨vn|

 if q; 偶数

(1.172)

となる。量子特異値変換の入力 |ψ⟩ =
∑

n cn |un⟩ ∈ H1 に対して補助系を |0⟩ として

|0⟩ |ψ⟩ =
∑
n

cn

(
|un⟩
0

)
(1.173)
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に量子固有値変換 f(H) を作用させる。次数 q; 奇数の場合であれば

|0⟩ |ψ⟩ → f(H) |0⟩ |ψ⟩

=
∑
n

cn

(
0

f(σn) |vn⟩

)
= |1⟩ f (SV)(A) |ψ⟩ (1.174)

により量子特異値変換 |ψ⟩ → f (SV)(A) |ψ⟩ を得る。次数 q が 偶数 の場合でも同様に |0⟩ |ψ⟩ →
|0⟩ f (SV)(A) |ψ⟩ という操作を通じて量子特異値変換を得ることができる。次数 q の量子特異値変換
f (SV)(A) を行うにはブロック埋め込み OH を q 回呼び出す必要がある。

最後に、f(H) の量子固有値変換を行うためのブロック埋め込み OH が、行列 A のブロック埋め
込み OA で構成できることを確かめよう。

H = |0⟩ ⟨1| ⊗A+ |1⟩ ⟨0| ⊗A† (1.175)

であるので、ユニタリー OH を

OH = |0⟩ ⟨1| ⊗OA + |1⟩ ⟨0| ⊗O†
A = (|0⟩ ⟨0| ⊗OA + |1⟩ ⟨1| ⊗O†

A)(X ⊗ I) (1.176)

で定める。これは、射影演算子 I ⊗Π として

(I ⊗Π)OH(I ⊗Π) = H (1.177)

を与えるブロック埋め込みであり、C[OA], C[OA]
† を 1回ずつ使うことで実現できる。故に、量子特

異値変換 f (SV)(A) を量子固有値変換 f(H) によって実行した際の C[OA], C[OA]
† のクエリ複雑性

も 2q であり、計算量のスケーリングは定数倍を除いて同じである。

以上の議論から、量子固有値変換も量子特異値変換も実のところ本質的に等価であることが結論
づけられる。量子固有値変換/量子特異値変換によって量子アルゴリズムを構成する際にはどちらか
一方さえあれば本来は十分である。ただ、実際には問題に応じてその表式の見やすさなどに違いがあ
り適切に使い分けることが多い。

1.6 量子信号処理 (Quantum Signal Processing, QSP)

本節では、量子固有値変換/量子特異値変換で実装可能な多項式関数を特徴づける量子信号処理の
定式化を行う。具体的には、(1.101) 式による

S[ϕ⃗q](x) ≡
q∏

i=1

(
eiϕiZZeiθxY

)
=

(
S11[ϕ⃗q](x) S12[ϕ⃗q](x)

S21[ϕ⃗q](x) S22[ϕ⃗q](x)

)
(1.178)

の 1 量子ビット上のユニタリー回転の合成で実現される関数 S11[ϕ⃗q](x) を与える。

1.6.1 量子信号処理演算子

まず初めに、量子信号処理演算子の定義を行う。1 量子ビット系を考え、次のように定義を行う。
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eiϕqZ W (x) eiϕq−1Z W (x) · · · eiϕ1Z W (x) eiϕ0Z

図 1.4: 回転による量子信号処理

Definition 17. (回転による量子信号処理)

1量子ビットの回転演算子

W (x) =

(
x i

√
1− x2

i
√
1− x2 x

)
= ei arccos(x)X (1.179)

に対して、 q次の量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) ∈ C2×2 を次で定める。

R[ϕ⃗q](x) = eiϕ0Z

q∏
i=1

[
W (x)eiϕiZ

]
. (1.180)

ただし、x ∈ [−1, 1] は変数、ϕ⃗q = (ϕ0, . . . , ϕq) ∈ Rq+1 は制御可能なパラメータである。

ユニタリー演算子 W (x) は変数 x に応じて異なる回転角 θx = arccos(x) を持つ x 軸周りの回転
であり、量子信号処理演算子は x 軸周りの回転 W (x) と制御可能な z 軸周りの回転 eiϕiZ を q 回
交互に繰り返して合成したものである (図 1.4)。このような量子信号処理は核磁気共鳴 (NMR)にお
いて従来的に考えられてきたもので、未知の強度 θx を持つ X 方向のシグナルパルスに対して Z

方向の制御可能なパルスを印加することで信号パルスの形状を制御したいということが動機にある
[Wim94, VC05]。実際、量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) を

R[ϕ⃗q](x) =

(
R11[ϕ⃗q](x) R12[ϕ⃗q](x)

R21[ϕ⃗q](x) R22[ϕ⃗q](x)

)
(1.181)

と行列表示すると、
R[ϕ⃗q](x) |0⟩ = R11[ϕ⃗q](x) |0⟩+R21[ϕ⃗q](x) |1⟩ (1.182)

であることから、|0⟩ の重み R11[ϕ⃗q](x) をパラメータセット ϕ⃗q の選択によって様々な関数形にする
ことができる。

さて、上記の量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) の定義は x, z 軸周りの合成であり、NMR系などの物
理に動機付けされた定義である。ここでは、量子固有値変換/量子特異値変換の文脈における定義と
して (1.101) 式を与えるように以下の定義を行う。

Definition 18. (反射による量子信号処理)

1量子ビットの反射演算子

V (x) =

(
x

√
1− x2√

1− x2 −x

)
= Zei arccos(x)Y (1.183)

に対して、変数 x ∈ [−1, 1], 制御可能パラメータ ϕ⃗q ∈ Rq を持つ q 次の量子信号処理演算子
S[ϕ⃗q](x) ∈ C2×2 を

S[ϕ⃗q](x) =

q∏
i=1

[
eiϕiZV (x)

]
(1.184)

で定める。
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ここで定める量子信号処理演算子 S[ϕ⃗q](x) は、位相反転 Z を含む y 軸周りの回転 V (x) と z 軸
周りの回転 eiϕiZ の合成となっている。しかしながら以下の定理で見るように、回転による量子信号
処理演算子 R[ϕ⃗q](x) と反射による量子信号処理演算子 S[ϕ⃗q](x) はその表現力は等価である。

Theorem 19. (回転と反射による量子信号処理の等価性)

任意の反転による量子信号処理演算子 S[ϕ⃗′q](x) (ϕ⃗
′
q ∈ Rq) に対して、その対角成分の重みが

R11[ϕ⃗q](x) = S11[ϕ⃗
′
q](x) (1.185)

となるような、回転による量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) (ϕ⃗q ∈ Rq+1) が存在する。逆に、任
意の R[ϕ⃗q](x) に対しても上式を満たす S[ϕ⃗′q](x) が常に存在する。

Proof.— Pauli 演算子の基本的な関係式を用いると反射演算子は

V (x) = Zei arccos(x)Y = −iei(π/4)Zei arccos(x)Xei(π/4)Z (1.186)

と表せるので、
W (x) = ie−i(π/4)ZV (x)e−i(π/4)Z (1.187)

である。よって、回転演算子 W (x) を用いる量子信号処理 R[ϕ⃗q](x) を書き直すと、

R[ϕ⃗q](x) = iqeiϕ0Z

q∏
i=1

[(
e−i(π/4)ZV (x)e−i(π/4)Z

)
eiϕiZ

]
= ei(π/2)qei(ϕ0−π/4)ZV (x)

q−1∏
i=1

[
ei(ϕi−π/2)ZV (x)

]
ei(ϕq−π/4)Z (1.188)

と表せる。ここで、ϕ⃗′q ∈ Rq を

ϕ′1 = ϕ0 + ϕq +

(
q − 1

2

)
π, ϕ′i = ϕi−1 −

π

2
(i = 2, 3, . . . , q) (1.189)

によって定めると、上式は

R[ϕ⃗q](x) = ei(π/2)q(I−Z)e−i(ϕq−π/4)ZS[ϕ⃗′q](x)e
i(ϕq−π/4)Z (1.190)

となり、11 成分を見ると R11[ϕ⃗q](x) = S11[ϕ⃗
′
q](x) を満たす。故に、任意の回転による量子信号処理

R[ϕ⃗q](x) に対して、同じ 11 成分を持つ S[ϕ⃗′q](x) が存在する。逆の証明も同様に可能である。 □

以上の帰結から、量子信号処理は回転による R[ϕ⃗q](x)と反転による S[ϕ⃗′q](x)とで、その対角成分の
表現できる関数は変わらない。量子固有値変換/量子特異値変換では反転による対角成分 S11[ϕ⃗

′
q](x)に

興味があるが、以降では慣例的に回転による R[ϕ⃗q](x)に基づく定式化を行う。以降の定理は S[ϕ⃗′q](x)

でも全く同様のことが成立すると同時に、パラメータセットは R[ϕ⃗q](x) を与える ϕ⃗q を決定してか
ら (1.189)式に基づいて S[ϕ⃗′q](x) を与える ϕ⃗′q を決定すれば良い。

1.6.2 達成可能な複素多項式関数

回転による量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) に着目して、その行列成分の表現力を議論する。まず、
低次の q に絞って単純な具体例から調べよう。愚直に 2× 2 行列の積を定義から計算することで次
のようになる。
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• q = 0

R(x, ϕ⃗0) = eiϕ0Z =

(
eiϕ0 0

0 e−iϕ0 .

)
(1.191)

• q = 1

R(x, ϕ⃗1) = eiϕ0ZW (x)eiϕ1Z

=

(
eiϕ0 0

0 e−iϕ0

)(
x i

√
1− x2

i
√
1− x2 x

)(
eiϕ1 0

0 e−iϕ1

)

=

(
ei(ϕ0+ϕ1)x iei(ϕ0−ϕ1)

√
1− x2

ie−i(ϕ0−ϕ1)
√
1− x2 e−i(ϕ0+ϕ1)x

)
. (1.192)

• q = 2

R(x, ϕ⃗2) = R(x, ϕ⃗1)W (x)eiϕ2Z

=

(
ei(ϕ0+ϕ2)(2 cosϕ1x

2 − e−iϕ1) iei(ϕ0−ϕ2)2 cosϕ1x
√
1− x2

ie−i(ϕ0−ϕ2)2 cosϕ1x
√
1− x2 e−i(ϕ0+ϕ2)(2 cosϕ1x

2 − eiϕ1)

)
.

(1.193)

これらに共通して言えることは、いずれも複素多項式 P (x), Q(x) を用いて

R[ϕ⃗q](x) =

(
P (x) iQ(x)

√
1− x2

iQ∗(x)
√
1− x2 P ∗(x)

)
(1.194)

の形で書ける。ただし、複素多項式関数 A(x) =
∑

n anx
n (an ∈ C) に対して複素共役な多項式関数

A∗(x) を A∗(x) =
∑

n a
∗
nx

n で定めている。加えて、量子信号処理の次数 q に対応して多項式の次
数も同じく変化している。上記の例では、多項式 P (x) の次数は q と一致しており、多項式 Q(x) は
q − 1 次となっていることが分かる。パラメータ ϕ⃗q を調整することで様々な多項式関数 P (x), Q(x)

を成分にもつ行列を生成できる一方で、任意の多項式関数が現れるわけではないこともわかる。例え
ば、q = 2 の対角成分 P (x) = ei(ϕ0+ϕ2)(2 cosϕ1x

2 − e−iϕ1) において、定数項は消せないのでどのよ
うにパラメータを選んでも P (x) = x2 とすることはできない。

さて、いくつかの例を通じて量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x)が取り得る形の規則性がある程度分かっ
た。一般の場合に関しては、次の定理によって特徴づけられる。
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Theorem 20. (達成可能な複素多項式関数)

任意のパラメータ ϕ⃗q ∈ Rq+1 について、q 次の量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) は

R[ϕ⃗q](x) =

(
P (x) iQ(x)

√
1− x2

iQ∗(x)
√
1− x2 P ∗(x)

)
(1.195)

の形で書けて、多項式関数 P (x), Q(x) は次の性質を満たす。

⟨20-a⟩ P (x) の次数は q 以下で、Q(x) の次数は q − 1 以下である。

⟨20-b⟩ P (x), Q(x) の次数の偶奇は、q, q − 1 の偶奇をそれぞれ一致する。すなわち、

P (−x) = (−1)qP (x), Q(−x) = (−1)q−1Q(x) (1.196)

⟨20-c⟩ 複素変数 x ∈ C に解析接続された多項式関数 P (x), Q(x) が次の恒等式を満たす。

P (x)P ∗(x) + (1− x2)Q(x)Q∗(x) = 1, ∀x ∈ C. (1.197)

逆に、⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす任意の多項式関数 P (x), Q(x)に対して、あるパラメータ ϕ⃗q ∈ Rq+1

が存在して (1.195) 式を満たす量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) を構成できる。

Proof.— (⇒) 量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) が ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす多項式関数 P (x), Q(x) で
(1.195) 式のように表現できることを、帰納法で示す。まず、q = 0 の時は定義より P (x) = eiϕ0 ,

Q(x) = 0 であるので自明に ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす。次に、ある q ≥ 0 で R[ϕ⃗q](x) に対して常に
⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす多項式関数 P (x), Q(x) で (1.195) 式のように表現できると仮定しよう。この
とき、q + 1次の量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q+1](x) は

R[ϕ⃗q+1](x) = R[ϕ⃗q](x)W (x)eiϕq+1Z

=

(
P (x) iQ(x)

√
1− x2

iQ∗(x)
√
1− x2 P ∗(x)

)
W (x)eiϕq+1Z

=

(
eiϕq+1{xP (x)− (1− x2)Q(x)} ie−iϕq+1{P (x) + xQ(x)}

√
1− x2

ieiϕq+1{P ∗(x) + xQ∗(x)}
√
1− x2 e−iϕq+1{xP ∗(x)− (1− x2)Q∗(x)}

)
(1.198)

と表現できる。新しい多項式 P (x), Q(x) を

P (x) = eiϕq+1{xP (x)− (1− x2)Q(x)}, (1.199)

Q(x) = e−iϕq+1{P (x) + xQ(x)} (1.200)

で定めると、これらは ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩の全てを満たすことが確かめられる。実際、仮定より P (x), Q(x)

はそれぞれ q, q − 1 次以下なので、P (x), Q(x) は q + 1, q 次以下で ⟨20-a⟩を満たす。次数の偶奇性
⟨20-b⟩についても P (x), Q(x) についての仮定より

P (−x) = (−1)q+1P (x), Q(−x) = (−1)qQ(x) (1.201)

である。⟨20-c⟩については、R(x, ϕ⃗q+1) がユニタリーであることから R[ϕ⃗q](x)
†R[ϕ⃗q](x) = I の対角

成分を比較することで、

P (x)P
∗
(x) + (1− x2)Q(x)Q

∗
(x) = 1, ∀x ∈ [−1, 1] (1.202)
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を得る。複素数 x ∈ C に解析接続することで恒等式として ⟨20-c⟩を満たす。以上から、q + 1次の
量子信号処理演算子は ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす多項式関数 P (x), Q(x) を用いて

R[ϕ⃗q+1](x) =

(
P (x) iQ(x)

√
1− x2

iQ
∗
(x)

√
1− x2 P

∗
(x)

)
(1.203)

となり、帰納的に “⇒” の命題の成立が示された。 □

(⇐) 次数 q に対して ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす多項式関数 P (x), Q(x) に対して、(1.195) 式を満たす
ようなパラメータ ϕ⃗q ∈ Rq+1 が存在することを帰納的に示す。まず、q = 0 の時、⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を
満たす多項式関数 P (x), Q(x)は、

P (x) = eiφ, Q(x) = 0, φ ∈ R (1.204)

のみである。このとき、ϕ⃗0 = (φ) ∈ R とする量子信号処理演算子 R[ϕ⃗0](x) が上記の多項式関数を
実現する。

次にある q ≥ 0で目的の命題が成立していると仮定して、次数 q+1での成立を示す。次数 q+1で
⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす多項式関数の組 P (x), Q(x) を考えよう。Q(x) が恒等的にゼロの時、条件 (iii)

より許される多項式関数 P (x)は P (x) = eiφ (φ ∈ R)である。このような状況は P (x)が偶関数より
q + 1 が偶数の時のみ許されており、多項式関数の組 P (x), Q(x) を与えるパラメータ ϕ⃗q+1 ∈ Rq+2

は
ϕ0 = φ, ϕ1 = −ϕ2 = ϕ3 = −ϕ4 = . . . = ϕq = −ϕq+1 =

π

2
. (1.205)

で構成できる。実際、この時の量子信号処理演算子は

R[Φ⃗q+1](x) = eiφZ

(q+1)/2∏
i=1

[
ei arccos(x)X(iZ)ei arccos(x)X(−iZ)

]
=

(
eiφ 0

0 e−iφ

)
(1.206)

となっている。一方で、Q(x) が恒等的にゼロではないとき、Q(x), Q(x) の最高次数をそれぞれ k′

(≤ q + 1), k (≤ q) として

P (x) =

k′∑
j=0

ajx
j , Q(x) =

k∑
j=0

bjx
j , bk ̸= 0 (1.207)

と表せる。(iii)の成立より

0 = P (x)P
∗
(x) + (1− x2)Q(x)Q

∗
(x)− 1

=

k′∑
j,j′=0

aja
∗
jx

j+j′ + (1− x2)

k∑
j,j′=0

bjb
∗
jx

j+j′ − 1 (1.208)

が恒等的に成立しなければならず、2k 次以上の係数を比較すると k′ = k + 1, |pk+1| = |qk| が成立
していることが言える。このとき、

e2iφ
′
=
pk+1

qk
∈ U(1) (1.209)

によって実数 φ′ ∈ R を定めることができる。新しい多項式の組 P̃ (x), Q̃(x) を次の関係式を満たす
ように定めよう。(

P̃ (x) iQ̃(x)
√
1− x2

iQ̃∗(x)
√
1− x2 P̃ ∗(x)

)
≡

(
P (x) iQ(x)

√
1− x2

iQ
∗
(x)

√
1− x2 P

∗
(x)

)
e−iφ′Z [W (x)]†.

(1.210)
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右辺の行列成分を具体的に計算すると、

P̃ (x) = e−iφ′
{xP (x) + e2iφ

′
(1− x2)Q(x)}, (1.211)

Q̃(x) = e−iφ′
{e2iφ

′
xQ(x)− P (x)} (1.212)

のように表される。このように定義された多項式 P̃ (x), Q̃(x) は次数 q に対する条件 ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩
を満たしていることが確かめられる。

⟨20-a⟩ P̃ (x) の xk+2 の係数は e2iφ
′
= pk+1/qk の定義から

e−iφ′
(pk+1 − e2iφ

′
qk) = 0 (1.213)

となって消える。P (x), Q(x)の偶奇性より P̃ (x)は xk+1 の項を持たず k 次以下である。k ≤ q

より P̃ (x) は q 次以下である。同様に Q̃(x) は q − 1 次以下である。

⟨20-b⟩ P (x), Q(x) の偶奇性 P (−x) = (−1)q+1P (x), Q(−x) = (−1)qQ(x) より直ちに、

P̃ (−x) = (−1)qP̃ (x), Q̃(−x) = (−1)q−1Q̃(x) (1.214)

が成立する。

⟨20-c⟩ (1.210) 式の定義で、右辺の各構成要素はユニタリー行列であるのでその積である左辺の行列
もユニタリーである。したがって、

P̃ (x)P̃ ∗(x) + (1− x2)Q̃(x)Q̃∗(x) = 1 (1.215)

が恒等的に成立する。

帰納法の仮定より、次数 q に対して ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす多項式関数 P̃ (x), Q̃(x) には、あるパラ
メータ ϕ⃗′q ∈ Rq+1 があって

R[ϕ⃗′q](x) =

(
P̃ (x) iQ̃(x)

√
1− x2

iQ̃∗(x)
√
1− x2 P̃ ∗(x)

)
(1.216)

となるように q次の量子信号処理演算子を構成できる。今、パラメータ ϕ⃗q+1 ∈ Rq+2を ϕ⃗q+1 = (ϕ⃗′q, φ
′)

に取ると、(1.210) 式より 次数 q + 1 で ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす多項式関数 P (x), Q(x) に対して

R[ϕ⃗q+1](x) =

(
P (x) iQ(x)

√
1− x2

iQ
∗
(x)

√
1− x2 P

∗
(x)

)
(1.217)

となる次数 q + 1 の量子信号処理演算子が与えられる。帰納法から、“⇒” の命題が真であることが
示せた。 □

この定理の証明は、条件 ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす多項式関数 P (x), Q(x) に対して、それを実現する
量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) のパラメータ Φ⃗q の構成方法も与えている。具体的には、P (x), Q(x)

が
P (x) =

q∑
j=0

ajx
j , Q(x) =

q−1∑
j=0

bjx
j (1.218)

のように多項式で展開されているとしよう。この時のパラメータ Φ⃗q の構成方法は次のとおりである。
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1. 条件 ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす時、|aq| = |bq−1| が成立しており、e2iϕq = aq/bq−1 によって実数
ϕq を定める。

2. (1.210) 式に従い

P̃ (x) = e−iϕp{xP (x) + e2iϕp(1− x2)Q(x)}, (1.219)

Q̃(x) = e−iϕp{e2iϕpxQ(x)− P (x)} (1.220)

で与えられる多項式関数 P̃ (x), Q̃(x) を計算する。これらを多項式展開すると、

P (x) =

q−1∑
j=0

ãjx
j , Q(x) =

q−2∑
j=0

b̃jx
j , |ãq−1| = |b̃q−2| (1.221)

と書ける。パラメータ ϕq−1 を e2iϕq−1 = ãq−1/b̃q−2 で定める。

3. ステップ 2 を Q̃(x) ≡ 0 となるまで繰り返す。残りのパラメータは (1.205) 式に基づいて決定
する。

パラメータ ϕ⃗q の決定は完全に古典計算で行われる。多項式 P (x) の次数が k の時、ステップ 2 に
おける計算時間は多項式 P̃ (x), Q̃(x) を計算するために必要な O(k) である。その計算を最大で k が
q から 0 となるまで繰り返すので、合計で必要な計算時間は O

(
q2
) となる。

Theorem 20 は、その条件 ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を全て満たす複素多項式関数の組 P (x), Q(x) が与えられ
たときにその量子信号処理演算子の存在性とパラメータ決定法を保証するものとなっている。しか
し、量子信号処理ひいては量子固有値変換/量子特異値変換では対角成分の P (x) にのみ興味があり、
P (x) のみが与えられときにそれが量子信号処理で実現できるかが重要な問題である。これは、以下
の定理で特徴付けられる。

Theorem 21. (達成可能な対角成分の複素多項式関数)

q 次の量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x), 多項式関数 P (x) に対して、

R11[ϕ⃗q](x) = P (x) (1.222)

となるパラメータセット ϕ⃗q ∈ Rq+1 が存在するための必要十分条件は P (x) が以下の全てを満
たすことである。

⟨21-a⟩ P (x) は次数 q 以下の x の複素多項式関数である。

⟨21-b⟩ P (−x) = (−1)qP (x), ∀x

⟨21-c⟩ |P (x)| ≤ 1 (∀x ∈ [−1, 1]) かつ |P (x)| ≥ 1 (∀x ∈ R\[−1, 1])

⟨21-d⟩ [qが偶数の時のみ] P (ix)P ∗(ix) ≥ 1 (∀x ∈ R)

Proof.— (⇒) R11[ϕ⃗q](x) = P (x) となるパラメータセット ϕ⃗q が存在するとき、 R[ϕ⃗q](x) の行列
成分は (1.195) 式のように書けて P (x), Q(x) は Theorem 20 の 条件 ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たす。条件
⟨20-a⟩,⟨20-b⟩から P (x) が条件 ⟨21-a⟩,⟨21-b⟩を満たすことは明らかである。条件 ⟨21-c⟩に関しては
x ∈ R のとき P ∗(x) = (P (x))∗, Q∗(x) = (Q(x))∗ であるので、条件 ⟨20-c⟩を用いると

|P (x)| =
√
1− (1− x2)|Q(x)|2

≤ 1 (|x| ≤ 1)

≥ 1 (|x| ≥ 1)
(1.223)
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であることから導かれる。条件 ⟨21-d⟩に関して、同じく条件 ⟨20-c⟩より

P (ix)P ∗(ix) = 1− (1 + x2)Q(ix)Q∗(ix) (1.224)

が成立する。次数 q が偶数であるとき条件 ⟨20-b⟩より奇関数である Q(x) は Q∗(ix) = −(Q(ix))∗

を満たす。故に、∀x ∈ R で

P (ix)P ∗(ix) = 1 + (1 + x2)|Q(ix)|2 ≥ 1 (1.225)

が成立する。 □

(⇐)多項式関数 P (x)が条件 ⟨21-a⟩-⟨21-d⟩を満たすとき、多項式 P (x), Q(x)が条件 ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩
を満たすように Q(x) を構成できることを示せば良い。次数 q = 0 の場合において条件 ⟨21-a⟩-⟨21-d⟩
を満たす関数は P (x) = eiϕ (ϕ は定数) のみであるが、 Q(x) = 0 を取れば条件 ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満
たす。よって以降では q ≥ 1 を考える。条件 ⟨21-a⟩では P (x) の次数は q 以下であるが、まず初め
に次数がちょうど q の場合を考える。

条件 ⟨21-c⟩より |P (±1)| = 1 である。多項式関数 1− P (x)P ∗(x) は x2 についての q 次の実多項
式関数であり x2 = 1 を根を持つことから

1− P (x)P ∗(x) = α(1− x2)

q−1∏
i=1

(x2 − si), α ∈ R, si ∈ C (1.226)

と因数分解される。実多項式関数であることから、残りの (重複も許した) q − 1 個の根 {si} には複
素共役のペアが現れる。上式で最高次の x2q の係数は負であるので、α > 0 である。まず、次数 q

が奇数である場合を考えよう。q − 1 次の多項式関数 Q(x) を

Q(x) =
√
α

∏
i;Im(si)≥0

(x2 − si) (1.227)

で定めると、定義から P (x), Q(x) が条件 ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たすことは明らかである。

次に q が偶数の場合を考える。このとき、(1.226) 式による 1 − P (x)P ∗(x) の x2 = 1 以外の根
は奇数である q − 1 個存在するが、複素共役のペアで現れるため実数の根については次のことが言
える。 

偶数次の重解である (si ∈ (1,∞))

存在しない (si ∈ (0, 1])

合計で奇数個存在する (si ∈ (−∞, 0])

(1.228)

上段の si ∈ (1,∞) , (si ∈ (0, 1]) に関しては条件 ⟨21-b⟩により関数 1− P (x)P ∗(x) が半直線 [0,∞)

において x2 = 1 でしか符号反転しないことに由来する。下段の si ∈ (−∞, 0] は、残りの実数の根
が奇数個であることに由来する。また、q が偶数であるときに条件 ⟨21-d⟩から

0 ≥ 1− P (ix)P ∗(ix)

= (1− (ix)2)Q(ix)Q∗(ix)

= α(1− (ix)2)

q−1∏
j=1

((ix)2 − sj)

= −α(1 + x2)

q−1∏
j=1

(x2 + sj) (1.229)
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が ∀x ∈ R で成立する。故に、∏
i;si∈(−∞,0])

(x2 + si)
∏

i;si∈(1,∞))

(x2 + si)
∏

i;Im(si)>0

(x2 + si)(x
2 + s∗i ) ≥ 0, ∀x ∈ R (1.230)

である。(x2 + si)(x
2 + s∗i ) = x4 + 2x2 Re(si) + |si|2 ≥ (x2 − |si|)2 ≥ 0 であるから、上式が恒等的

に成立するとき si ∈ (−∞, 0] の根は s = 0 のみである。以上から、多項式関数 1− P (x)P ∗(x) は

1− P (x)P ∗(x) = α(1− x2)(x2)2q
′+1

∏
i;si∈(−∞,0)

(x2 − si)
2qi

∏
i;Im(si)>0

(x2 − si)(x
2 − s∗i ) (1.231)

(ただし、q′, qi ∈ Z+) のように因数分解され、これから多項式関数 Q(x) を

Q(x) =
√
αx2q

′+1
∏

i;si∈(1,∞))

(x2 − si)
∏

i;Im(si)>0

(x2 − si) (1.232)

によって定める。このとき、多項式関数の組 P (x), Q(x) の組が条件 ⟨20-a⟩-⟨20-c⟩を満たすことは明
らかである。

最後に、今まで P (x)の次数が量子信号処理の次数 q よりも小さい場合を考える。このとき、P (x)

の次数 qp は q よりも小さく偶奇は q と同じである。上記までで示した事実により、P (x) を実現
する qp 次の量子信号処理の演算子 R[ϕ⃗qp ](x) は存在する。また、q − qp > 0 は偶数なので (1.205)

式で φ = 0 とするパラメータの選択によって R[ϕ⃗q−qp ](x) = I となる量子信号処理演算子も存在す
る。R[ϕ⃗qp ](x)R[ϕ⃗q−qp ](x) = I が、P (x) を実現する q 次の量子信号処理演算子を与える。以上から、
P (x) の次数が量子信号処理の次数 q よりも小さい場合も同様のことが言える。 □

1.6.3 達成可能な実多項式関数

次に、補助量子ビットを追加で導入することで実現可能な実多項式関数のクラスを議論する。具体
的には (1.115) 式のように、多項式関数 f(x), f∗(x) を実現するパラメータセット ϕ⃗q, ϕ⃗

′
q に対して、

ORe[f ](H) = (Had⊗ I)
(
|0⟩ ⟨0| ⊗QET[ϕ⃗q] + |1⟩ ⟨1| ⊗QET[ϕ⃗′q]

)
(Had⊗ I) (1.233)

によって実多項式関数 Re[f ](x) の量子固有値変換を実装できる。逆に目的の実多項式関数 fR(x) が
上記の方法で実現できるかどうかは、 Re[f ](x) = fR(x) となるような量子信号処理で実現可能な多
項式関数 f(x) が存在するかどうかで決まる。このような関数 fR(x) の特徴づけは以下の定理によっ
て与えられる。

Theorem 22. (実現可能な実多項式関数)

実多項式関数 PR(x) に対して、

R11[ϕ⃗q](x) = P (x), Re[P ](x) = PR(x) (1.234)

を満たす q次の量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) が存在するための必要十分条件は、

⟨22-a⟩ PR(x) の次数は q 次以下

⟨22-b⟩ PR(−x) = (−1)qPR(x) (
∀x ∈ C)

⟨22-c⟩ |PR(x)| ≤ 1 (∀x ∈ [−1, 1])

の全てを満たすことである。
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Proof.— (⇒) 条件 ⟨22-a⟩, ⟨22-b⟩の成立は、多項式関数 P (x) が定理 20 の条件 ⟨20-a⟩, ⟨20-b⟩を
満たすことと Re[P ](x) = PR(x) の関係から直ちに導かれる。条件 ⟨20-c⟩より、x ∈ [−1, 1] の時

|PR(x)|2 ≤ |P (x)|2 = 1− (1− x2)|Q(x)|2 ≤ 1 (1.235)

であるので、条件 ⟨22-c⟩も成立する。

(⇐) 条件 ⟨22-a⟩-⟨22-c⟩を満たす実多項式関数 PR(x) に対して

A(x) = 1− {PR(x)}2 (1.236)

を定め、A(x) の根の集合を S(A) = {s ∈ C ; A(s) = 0} と表す。この時 A(x) は x2 について q 次
以下の実多項式関数となるので、s ∈ S(A) ならば −s, s∗,−s∗ ∈ S(A) である。多項式 A(x) を因数
分解したいが、根の対称性により複素平面の四半面さえ考えれば十分なので、集合 S(A) を次のよう
に分割する。

S0 = {s ∈ S(A) ; s = 0}, (1.237)

S01 = {s ∈ S(A) ; 0 < s < 1}, (1.238)

S1∞ = {s ∈ S(A) ; 1 ≤ s <∞}, (1.239)

SI = {s ∈ S(A) ; Re(s) = 0, Im(s) > 0}, (1.240)

SC = {s ∈ S(A) ; Re(s) > 0, Im(s) > 0}. (1.241)

ただし、S(A) = S0 ∪ S01 ∪ S1∞ ∪ SI ∪ SC であり、重解であるときは要素を重複して含むものと
する。

多項式 A(x) を因数分解すると、各領域で根 sに対応する −s, s∗,−s∗ の根の存在を考えて

A(x) = αx|S0|
∏

s∈S01

(x2 − s2)
∏

s∈S1∞

(s2 − x2)
∏
s∈SI

(x2 + |s|2)
∏

s∈SC

|x2 − s2|2, α ∈ R (1.242)

という形にかける。条件 ⟨22-c⟩と A(x)の定義式 (1.236)より x ∈ [−1, 1] では A(x) ≥ 0 なので、
|S0|, |S01| は共に偶数でなおかつ、S01 の各解 sは偶数次の重解でなければならない。また実数 α ≥ 0

である。次に、A(x) 中で S1∞, SI , SC からくる因子を考えると、次のように式変形できる。

S1∞; s2 − x2 = (s2 − 1)x+ s2(1− x2)

= A1∞
s (x)A1∞∗

s (x), (1.243)

A1∞
s (x) =

√
s2 − 1x+ is

√
1− x2, (1.244)

SI ; x2 + |s|2 = (|s|2 + 1)x2 + |s|2(1− x2)

= AI
s(x)A

I∗
s (x), (1.245)

AI
s =

√
|s|2 + 1x+ i|s|

√
1− x2. (1.246)

解 s ∈ SC に対しては、

cs = |s|2 +
√

2({Re(s)}2 + 1){Im(s)}2 + ({Re(s)}2 − 1)2 + {Im(s)}4 ≥ 1 (1.247)

として、

SC ; |x2 − s2|2 = AC
s (x)A

C∗
s (x), (1.248)

As(x) = (csx
2 − |s|2) + i(

√
c2s − 1x)

√
1− x2 (1.249)
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図 1.5: Caption

と分解できる。これらの分解を用いると、多項式 A(x) を次のように書き直すことが可能である。

A(x) =W (x)W ∗(x), W (x) =
√
αx|S0|/2

∏
s∈S01

√
x2 − s2

∏
s∈S1∞

A1∞
s (x)

∏
s∈SI

AI
s(x)

∏
s∈SC

AC
s (x).

(1.250)

多項式関数 W (x) の積を構成する各要素は全て

• B(x) + iC(x)
√
1− x2 [B(x), C(x) は実多項式関数] という形をしている

• B(x), C(x) は、偶奇が相異なり、B(x) の次数は C(x) の次数より大きい

となっていることが分かる。ゆえにその積であるW (x)もW (x) = B(x)+iC(x)
√
1− x2 [B(x), C(x)

は偶奇が相異なる多項式関数] という形で表せる。A(x) = 1− {PR(x)}2 の定義を用いると、

1 = {PR(x)}2 +W (x)W ∗(x) = ({PR(x)}2 + {B(x)}2) + (1− x2){C(x)}2 (1.251)

である。複素多項式関数 P (x), Q(x) の組を P (x) = PR(x) + iB(x), Q(x) = C(x) によって定める
と、Re[P ](x) = PR(x) を満たし、なおかつ上式より条件 ⟨20-c⟩を満たす。

さて、最後に P (x) = PR(x)+ iB(x), Q(x) = C(x)で構成された多項式関数の組が条件 ⟨20-a⟩,⟨20-
b⟩を満たすことを示せれば良い。条件 ⟨7-a⟩に関しては、(1.250) 式の W (x) の展開から B(x) が q

次以下, C(x) が q − 1 次以下であることから導かれる。条件 ⟨7-b⟩に関して、B(x) の偶奇が q の
偶奇と異なると仮定すると、その時 B(x), C(x) はそれぞれ q − 1, q − 2 次以下である。このような
場合、

W̃ (x) =W (x){x+ i
√

1− x2} = B̃(x) + iC̃(x)
√

1− x2 (1.252)

と置き直すと、W (x)W ∗(x) = W̃ (x)W̃ ∗(x)である。また、B̃(x), C̃(x)はそれぞれ q, q−1次以下で、
その偶奇は q, q−1 と一致する。以上から、B(x), C(x) が条件 ⟨7-b⟩を満たさないような P (x), Q(x)

の組を与えるような場合でも、P (x) = PR(x) + iB̃(x), Q(x) = C̃(x) と再定義すれば条件 ⟨7-b⟩を
満たすようにできる。以上から命題は示された。 □

以上の定理から、望みの実多項式関数 PR(x) が奇関数または偶関数で、x ∈ [−1, 1] で |P (x)| ≤ 1

を満たしてさえいれば、常に量子信号処理で実現することができる。特に後者の条件に関しては、
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PR(x) → PR(x)/ supx∈[−1,1](|PR(x)|) という規格化を施せば同じ関数形をいつでも達成できるため、
非常に広いクラスの関数形を量子信号処理で実現できることになる。また、上記の証明法は実現した
い実多項式関数 PR(x) に対して、それを実際に量子信号処理で実現するユニタリーゲートの構成方
法も与えている。以下にその手順をまとめる。

1. 実現したい q次実多項式関数 PR(x) に対して、2q次方程式 A(x) = 1−{PR(x)}2 = 0 を解く。

2. 方程式の解に基づいて A(x)を因数分解し、(1.250)式から A(x) =W (x)W ∗(x)なるW (x)を決
定する。この時、PR(x) = Re[P ](x)なる量子信号処理で実現可能な多項式関数の組 P (x), Q(x)

を構成できる。

3. Theorem 20 の手順に従って、P (x), Q(x) を実現する量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x) のパラメー
タセット ϕ⃗q を決定する。

4. 量子信号処理演算子 R[ϕ⃗q](x), R[ϕ⃗q](x)
† を 1回ずつと補助量子ビットを利用することで、実

多項式関数 PR(x) を実現する R[ϕ⃗q](x) [(1.233)式参照] を用意できる。

実多項式関数 PR(x) を実現するための R[ϕ⃗q](x) の構成は完全に古典計算によって行うことができ
る。具体的には、1ステップ目においては数値的に O

(
q3
) の計算時間で達成できる。2ステップ目

は、高々式の展開しか行わないので、O(q) の計算時間で可能である。3ステップ目は、Theorem 20

で議論したようにその計算時間は O
(
q2
) である。故に、R[ϕ⃗q](x) を決定するまでのプロセスで必要

な古典計算の計算時間は高々 O
(
q3
) である。なお、原理的にはこのように古典計算で効率よくパラ

メータ決定ができるが、現実問題としてステップ 1でO(q)次多項式の根を全て計算することは数値
的に不安定であることが知られる。それ故に、数値最適化などを利用した高速かつ正確なパラメータ
計算手法の改良も重要な課題となっている [Haa19, CDG+20, DMWL21, WDL22]。
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